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Implementierung gemischter Finite-Element-Formulierungen für
polykonvexe Verzerrungsenergiefunktionen elastischer Kontinua




funktionen dienen der variationell-
konsistenten Beschreibung eines
isotropen oder anisotropen elasti-
schen Kontinuums in der Technischen
Mechanik. Die sich ergebenden Euler-
Lagrange-Gleichungen bilden für be-
liebige Werte der Materialparameter
die Extrema bezüglich der potentiellen
Energie in der Statik beziehungsweise
der Lagrange-Funktion in der Dyna-
mik ab. Somit führen polykonvexe
Verzerrungsenergiefunktionen in
einem Newton-Raphson-Verfahren
zur Bestimmung von Finite-Element-
Knotenverschiebungen weniger zu
Konvergenzproblemen. Konvergenz-
schwierigkeiten und ungenaue Be-
rechnungen können jedoch weiterhin
auftreten, wenn ein Finites-Element
zu künstlicher Versteifung neigt.
Um dieser künstlichen Versteifung
für beliebige Finite-Element-Typen
(Tetraeder- oder Quaderelemente)
entgegen zu wirken, sind gemischte
Finite-Element-Formulierungen sehr
geeignet. Hier können auch höhere
Genauigkeitsordnungen in Raum und
Zeit erreicht werden.
Ziele:
In dieser Arbeit soll eine gemischte Finite-Element-
Formulierung für polykonvexe Verzerrungsenergie-
funktionen eines dreidimensionalen isotropen bezie-
hungsweise transversal-isotropen elastischen Konti-
nuums implementiert werden. Anhand des dreidi-
mensionalen Netzes eines Cook-Balkens soll die ge-
mischte Finite-Element-Formulierung mit gewöhnli-
chen Verschiebungselementen vom Quadertyp ver-
glichen werden.
Arbeitsprogramm:
Zuerst soll die vorhandene Implentierung von li-
nearen Verschiebungselementen vom Quadertyp
auf quadratische Verschiebungselemente erweitert
werden. Hierbei sind Dirichlet- und Neumann-
Randbedingungen für das Beispiel des Cook-
Balkens vorzusehen. Danach erfolgt die Anfertigung
von Konvergenzdiagrammen für die linearen und
quadratischen Verschiebungselemente vom Quader-
typ. Abschließend soll die Implementierung der ge-
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Kurzreferat v
In der vorliegenden Arbeit wird ein gemischtes Element gegen Locking-Effekte untersucht.
Dazu wird ein Fünf-Feld-Hu-Washizu-Funktional (CoFEM-Element) für lineare und quadrati-
sche Hexaeder-Elemente unter einer hyperelastischen, isotropen, polykonvexen sowie einer
transversal-isotropen Materialformulierung implementiert. Die resultierenden nichtlinearen Glei-
chungen werden mithilfe eines Mehrebenen-NEWTON-RAPHSON-Verfahren unter Beachtung
einer konsistenten Linearisierung gelöst. Als repräsentatives Beispiel der numerischen Untersu-
chungen dient der einseitig eingespannte Cook-Balken mit einer quadratischen Druckverteilung
am Rand. Zur Beurteilung des CoFEM-Elements wird das räumliche Konvergenzverhalten für
unterschiedliche Polynomgrade und für verschiedene Netze unter Beachtung der algorithmischen
Effizienz untersucht.
vi Abstract
This paper presents a mixed finite element formulation of Hu-Washizu type (CoFEM) de-
signed to reduce locking effects with respect to a linear and quadratic approximation in space.
We consider a hyperelastic, isotropic, polyconvex material formulation as well as transverse
isotropy. The resulting nonlinear algebraic equations are solved with a multilevel NEWTON-
RAPHSON method. As a numerical example serves a cook-like cantilever beam with a quadratic
distribution of in-plane load on the Neumann boundary. We analyze the spatial convergence
with respect to the polynomial degree of the underlying Lagrange polynomials and with respect
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h Skarlarwertige Haar-Matrix




J Volumenverhältnis, Dritte Hauptinvariante von F
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j Jacobi-Matrix bezüglich Koordinaten der Momentankonfiguration Bt
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Kapitel 1
Einleitung
Numerische Simulationen gewinnen in der heutigen Zeit durch stetig wachsende Leistungsfä-
higkeit der Rechnerarchitekturen immer mehr an Bedeutung. Mit Simulationen ist es möglich,
teure und aufwendige experimentelle Versuche einzusparen. Dabei ist die seit den 50er Jahren in
der Entwicklung befindliche Finite-Elemente-Methode ein häufig verwendetes Verfahren. Trotz
der langen Entwicklungszeit sind diverse Problemstellungen bis heute nicht endgültig geklärt.
Mit dem Aufkommen von Kunststoffen in der Leichtbaukonstruktion von Maschinen und
Maschinenteilen gewinnt deren Simulation immer mehr an Wichtigkeit. Hier sei zum Beispiel
die Untersuchung von nahezu inkompressiblen Gummiwerkstoffen sowie von anisotropen faser-
verstärkten Kunststoffen genannt. Bei der Simulation von nahezu inkompressiblen Werkstoffen
mit der Finite-Elemente-Methode kann es zu dem sogenannten Locking-Effekt kommen. Dabei
versteift das System und es ist eine hohe Anzahl an Elementen notwendig, um einen konvergier-
ten Zustand zu erreichen. An dieser Problematik wird seit Beginn der Entwicklung der FEM
geforscht. Bis heute konnte keine allgemeingültige stabile Methode gefunden werden, welche
die Locking-Effekte beseitigt. Ein Ansatz bilden dabei die gemischten Elemente, bei denen die
verschiedenen Größen auf dem Element unterschiedlich approximmiert werden.
In dieser Arbeit soll das in [Schr 11] vorgestellte gemischte Element (CoFEM) implementiert
und untersucht werden, jedoch werden dabei keine Tetraederelemente sondern Hexaederelemen-
te verwendet. Dabei soll eine hyperelastische, polykonvexe, isotrope Materialformulierung und
eine hyperelastische, polykonvexe, transversal-isotrope Materialformulierung verwendet wer-
den. Zum Vergleich wird das lineare Lagrange-Element (Q1) und das quadratische Serendipity-
Element (Q2) sowie ein komplett unterintegriertes Q2-Element (Q2R) implementiert.
1
2 Einleitung Kapitel 1
Dazu erfolgt die Diskretisierung und Herleitung der schwachen Form aus dem Hu-Washizu-
Funktional. Die resultierenden nichtlinearen Gleichungen werden mithilfe eines Mehrebenen-
NEWTON-RAPHSON-Verfahren gelöst. Dazu wird das resultierende Gleichungssystem auf
dem Element kondensiert. Um das Randwertproblem aus [Schr 11] nachzubilden, müssen ent-
sprechende Randbedingungen vorgesehen werden. Dabei handelt es sich um eine Dirichlet-
Randbedingung sowie eine Neumann-Randbedingung in Form einer quadratischen Druckver-
teilung. Weiterhin müssen die entsprechenden Materialableitungen gebildet werden. Die Imple-
mentierung erfolgt in Matlab c© und soll dabei in effizienter Weise umgesetzt werden. Es ist
außerdem vorgesehen, dass die Polynomgrade der Approximation der Variablen des gemischten
Elements beliebig zwischen konstant und quadratisch eingestellt werden können.
Die Untersuchungen sollen an dem Cook-Balken mit den Material- und Simulationspara-
metern aus [Schr 11] stattfinden. Dazu soll die Lösung der Standardverfahren (Q1, Q2 und
Q2R) und die Lösung der CoFEM-Element resultierend aus den verschiedenen Polynomgrad-
kombinationen für verschieden diskretisierte Netze berechnet werden. Zunächst wird der Kon-
vergenzverlauf von Verschiebungen und Spannungen verglichen. Aus diesen Ergebnissen sollen
ein geeignetes CoFEM-Elemente ausgewählt werden und im nächsten Schritt soll deren Lösung
am feinsten Netz beurteilt werden. Anschließend werden die Ergebnisse dieser Elemente für ein
grobes, mittleres und feines Netz gegenübergestellt, um eine Aussage über deren Konvergenz
zu erhalten. Abschließend wird die Effizienz dieser Elemente untersucht. Dieses Vorgehen wird




Der Begriff Locking bezeichnet Versteifungseffekte bei FE-Formulierungen und begleitet die
Entwicklung der FEM von Beginn an (z.B. [Wils 73]). Locking kann unter Anderem wie in Ab-
bildung 2.1 zu sehen, und in [Kosc] beschrieben, erklärt werden. Dabei verhält sich das ganze
räumliche Netz zu steif und der Betrag der Verschiebung ist kleiner als die wahre Lösung. Für
sehr feine Netze, also nDOF → ∞, strebt dieses Netz auch gegen die wahre Lösung; jedoch
bedeutend langsamer als bei lockingfreien Systemen. Außerdem hängt die Lösung von einem
bestimmten kritischen Parameter λ ab. Je größer dieser wird, desto größer ist der Fehler in
der Lösung. Zunächst kann Locking in geometrische und materielle Locking-Effekte unterteilt
werden. Ein Beispiel für geometrische Locking-Effekte ist das Shear-Locking. Der kritische Para-
meter für dieses Verhalten ist das Seitenverhältnis der Elemente. Als Beispiel für das materielle
Locking kann das in dieser Arbeit behandelte volumetrische Locking genannt werden. Als kriti-
scher Parameter kann hier der Kompressionsmodul identifiziert werden. Es ist allgemein bekannt
und in vielen Fällen gezeigt worden, dass bei linearen 2D- und 3D-Verschiebungselementen mit
einem nahezu inkompressiblen Material aufgrund des volumetrischen Lockings ein sehr schlech-
tes Konvergenzverhalten auftritt. In [Nagt 74] wurde ein erstes Kriterium zur Beurteilung der
Leistungsfähigkeit verschiedener Elemente gefunden. Mithilfe dieser wurde in [Sloa 82] und
[Bell 93] gezeigt, dass Elemente höherer Ordnung ein besseres Konvergenzverhalten besitzen.
Da die Berechnungszeit des Elements und auch die Zeit zur Lösung des algebraischen Glei-
chungssystems bei Elementen höherer Ordnung teilweiße stark ansteigt, wurde nach anderen
3
4 Grundlagen Kapitel 2











Abbildung 2.1: Charakterisierung von Versteifungseffekten (vgl. [Kosc])
Möglichkeiten zur Vermeidung von volumetrischem Locking bei Elementen niedriger Ordnung
gesucht. Eine Möglichkeit stellt die reduzierte Integration dar, bei der weniger Integrations-
punkte für die Quadratur von Residuum und Tangente verwendet werden. Zuerst wurde diese
Methode in [Zien 71] und [Nayl 74] durchgeführt. Sie ist einfach zu implementieren und re-
duziert auch die Berechnungszeit des Elements. Jedoch kann die Tangente singulär werden
und es können sogenannte Hourglass-Modes auftreten. Dabei nehmen die Elemente unphy-
sikalische Formen an, da aufgrund der geringeren Integrationsordnung die Verformung nicht
erfasst werden kann. Eine weitere Variante stellt die selektive Unterintegration dar (SRI). Bei
dieser wird nur der volumetrische Anteil des Materialgesetztes unterintegriert. Dieses Vorge-
hen ist beispielsweise in [Hugh 12] sowie in [Malk 78] beschrieben. Ebenfalls zeigen diese die
Äquivalenz verschiedener SRI-Methoden zu gemischten Elementformulierungen. Eine einfache
Implementierung ist auch hier gegeben, jedoch kann diese nur angewendet werden, wenn sich
die Materialformulierung strikt in einen volumetrischen und deviatorischen Anteil spalten lässt.
Diese Einschränkung wurde von der in [Hugh 80] und [Hugh 12] gezeigten B-Bar-Methode be-
seitigt. Dabei wird die B-Matrix entsprechend in einen volumetrischen und einen deviatorischen
Anteil gespalten. Eine weitere Möglichkeit, das Locking-Phänomen zu eleminieren, bieten ge-
mischte Elemente. Eine bekannte Formulierung ist das in [Simo 85] vorgestellte Q1/P0-Element.
Dieses beruht auf einem Drei-Feld-Funktional mit den Unbekannten: Verschiebung, hydrosta-
tischer Druck und Volumendehnung. Es wurde jedoch gezeigt, dass dieses Element die LBB-
Bedingung nicht erfüllt und in [Simo 92] konnte festgestellt werden, dass das Q1/P0-Element
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bei bestimmten Belastungsfällen zu Hourglass-Modes führt. Einen Spezialfall dieser Methode
stellt die „Mean-Dilatation”-Methode, oder auch F-Bar-Methode genannt, von [Nagt 74] dar.
Bei dieser Methode wird ein modifizierter Deformationsgradient verwendet. Eine verbesserte
Variante wird in [Souz 96] gezeigt. [Doll 00] konnte jedoch zeigen, dass diese Methoden für be-
stimmte Belastungsfälle bei großen Verzerrungen zu Instabilitäten neigen. Eine weitere Familie
von gemischten Elementen bilden die in [Simo 90], [Simo 92] und [Simo 93] vorgestellten En-
hanced Assumed Strain (EAS) Elemente. Diese verhindern das volumetrische Locking und sind
zur Abbildung von Biegemoden gut geeignet. Jedoch ist es für die EAS-Elementen notwendig,
im Falle einer statischen Kondensation auf dem Element bei jeder Newton-Iteration eine Inverse
zu bilden. In [Wrig 96a] konnte auch gezeigt werden das diese Elemente ebenfalls bei großen
Verformungen Hourglass-Modes ausbilden können. Wie in [Wrig 96b] und [Glas 97] beschrie-
ben, wurden weitere Untersuchungen und Verbesserungen an diesem Element durchgeführt,
aber es existiert bis heute keine generell stabile Elementformulierung.
2.2 Grundlagen der Kontinuumsmechanik
Als ein Kontinuum wird, in Anlehnung an [Holz 00], eine Ansammlung von materiellen Punkten
bezeichnet. Zur kinematischen Beschreibung wird eine Referenzkonfiguration B0 und Momen-
tankonfiguration Bt eingeführt (siehe Abbildung 2.2). Jedem dieser materiellen Punkte X kann
mithilfe der Abbildung
x(t) = ϕ(X, t) (2.1)











Abbildung 2.2: Konfiguration und Kinematik eines Kontinuums (vgl. [Bär 15])
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Dabei stellt die Referenzkonfiguration das Kontinuum in seiner Ausgangslage B0 dar und
wird definitionsgemäß in dieser Arbeit in einem belastungsfreien Zustand betrachtet. Von dieser
Position aus beschreibt die Abbildung ϕ(X, t) die Bewegung eines Punktes X über den Bahn-
parameter der Zeit t. Dadurch ist seine Position in der Momentankonfiguration Bt bestimmt.
Die inverse Abbildung ϕ−1(x, t) bildet entsprechend einen Punkt x(t) auf die Referenzkonfigu-
ration B0 ab. Diese beiden Abbildungen werden der Lagrange’schen bzw. Euler’schen Betrach-
tungsweise zugeordnet. Ein wichtiges Werkzeug zur Beschreibung von Deformationen ist der
Deformationsgradient F . Dieser verknüpft Linienelemente der Momentankonfiguration Bt mit





Somit ergibt sich in kartesischen Koordinaten






ea ⊗ eb . (2.3)
Mithilfe von F können verschiedenste Deformationsmaße definiert werden. In dieser Arbeit
wird zur materiellen Beschreibung der rechte Cauchy-Green-Tensor
C = F TF (2.4)
verwendet. Mit der Determinante von F kann das Volumenverhältnis J zwichen B0 und Bt
bestimmt werden:
J = det[F ] =
√
det[C] (2.5)




C22C33 − C32C23 C31C23 − C21C33 C21C32 − C31C22
C32C13 − C12C33 C11C33 − C31C13 C31C12 − C11C32
C12C23 − C22C13 C21C13 − C11C23 C11C22 − C21C12
 (2.6)












Mithilfe des Deformationsgradienten F sowie J kann durch einen Push-Forward der Cauchy-





FSF T S = JF−1σF−T (2.9)
2.3 Materialformulierung
Wie in [Ebbi 10] beschrieben, spielt bei der Lösung von finiten Elastizitätsproblemen die Exi-
stenz eines globalen Minimums des zugrundeliegenden Potentials eine wichtige Rolle, da somit
die große Bandbreite an Lösungsmethoden angewandt werden kann. In [Ball 77] wurde das Kon-
zept der Polykonvexitätsbedingung der Energiefunktion als geeignete Möglichkeit beschrieben.
[Schr 03] erweiterte dieses Konzept auf anisotrope Energiefunktionen.
Definition: Ψ : F → R3×3 ist polykonvex, wenn eine Funktion P : R3×3×R3×3×R existiert,
sodass Ψ(F ) = P (F , cof[F ], det[F ]) und P (F , cof[F ], det[F ]) ∈ R19 → R für alle X ∈ R3
konvex ist.
Diese Definition kann auch entsprechend in C, cof[C], und det[C] formuliert werden. In
dieser Arbeit werden die in [Schr 11] gezeigten hyperelastischen Verzerrungsenergiefunktionen
gemäß
Ψ(C, cof[C], det[C]) = Ψ(C) + Ψ(cof[C]) + Ψ(det[C]) (2.10)










Ebenfalls ist zu erkennen, dass die Ableitungen nur noch von der jeweiligen Variable abhängen.
Für die isotrope Materialformulierung Ψ = Ψiso wird ein modifiziertes Mooney-Rivlin-Model











5 + det[C]−5 − 2), (2.12)
welches für 1 > 0, 2 > 0, 3 > 0, 4 > 0 und 5 > 2 polykonvex ist. Um eine spannungsfreie
Referenzkonfiguration zu erhalten, gilt außerdem:
3 = 61 + 122 (2.13)
Die transversal-isotrope Materialformulierung der freien Energie ergibt sich additiv aus dem
isotropen Anteil Ψiso und dem transversal-isotropen Anteil Ψti
Ψ = Ψiso + Ψti . (2.14)














Für 6 > 0, 7 > 0, 8 > 0 und 9 > 1 ist diese Formulierung ebenfalls polykonvex und
spannungsfrei in der Referenzkonfiguration. Der Strukturtensor M berechnet sich aus dem
Vektor der Faserrichtung a mit
M = a⊗ a . (2.16)
2.4 Hu-Washizu-Funktional
Zu der Herleitung der schwachen Form eines Systems kann man zum einen von einer starken
Form, also der partiellen Differentialgleichung, ausgehen. Dazu wird diese mit einer Testfunktion
multipliziert und über das Gebiet integriert. Mit der partiellen Integration und der Anwendung
des Gaußschen Integralsatzes erhält man so die schwache Form. Eine weitere Möglichkeit besteht
zum anderen darin, die schwache Form über ein Variations-Prinzip zu erhalten. Dazu wird ein
Funktional nach den Unbekannten variiert. Diverse Beispiele sind in [Holz 00] aufgezeigt. Eine
Methode ist dabei das Prinzip der stationären potentiellen Energie. Das skalare Funktional
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Ψ(C(x))dV + Πext(x) (2.17)
Das Funktional ist entsprechend nur von x abhängig und bei der Variation erhält man das





ρ0g · xdV −
∫
∂B0
t · xdA (2.18)
Dabei stellt g den Gravitationsbeschleunigungsvektor und t einen konstanten Randlastvek-
tor dar. Eine weitere Möglichkeit für ein Variations-Prinzip ist das Hu-Washizu-Prinzip. In
[Schr 11] wird eine neue Variante des Hu-Washizu-Funktionals gezeigt. Ausgehend von einer
polykonvexen Materialformulierung mit den Variabeln F , cof[F ] und det[F ] wurde die Überle-
gung angestellt, dass diese in unterschiedlicher Potenz von x abhängen. F hängt linear von x
ab, cof[F ] quadratisch und det[F ] kubisch. Die Idee ist nun, alle drei Variablen unterschiedlich
bzw. voneinander unabhängig zu approximieren. Für eine Materialformulierung in C gilt das
in ähnlicher Weise. Das Hu-Washizu-Funktional lautet somit:










B : (cof[C(x)]−H)dV + Πext(x) (2.19)
Dabei handelt es sich um ein Fünf-Feld-Funktional mit den unabhängigen Variablen x, H ,
B, Θ und p. H definiert cof[C] und Θ definiert
√
det[C]. Bei B und p handelt es sich um
die entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren und gleichzeitig um die energetisch-konjugierten
Größen von H bzw. Θ. Dabei kann p als der hydrostatische Druck identifiziert werden. Die







(tr[H ])2 − 3ln(Θ) + 4(Θ25 + Θ−25 − 2) (2.20)

















Zur Lösung der partiellen Differentialgleichungen wird die Finite-Elemente-Methode angewandt.
Weiterhin wird das Kontinuum in Teilgebiete Ωet ⊂ Bht unterteilt. Dabei stellt Bht eine Ap-
proximation des kontinuierlichen Gebiets Bt dar. Die Ränder werden ebenfalls in Teilgebiete

















. . . dV
∫
Bt





. . . dv (3.2)
Die Teilgebiete Ωet werden mithilfe von Ansatzfunktionen approximiert. Als Ansatzfunktionen
werden Lagrange-Polynome NA(Xe) vom Grad nno− 1 verwendet. Zusammen mit den Knoten-
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Setzt man nun die Approximation aus Gl. (3.3) in Gl. (2.3) ein, so erhält man den Deformati-
onsgradienten F e des Elements.









xeA ⊗Grad[NAu (Xe)] (3.4)
Statt für jedes Element globale Ansatzfunktionen NA(Xe) zu definieren, ist es zweckmäßig
nur einen Satz von lokalen Ansatzfunktionen zu verwenden. Dies wird erreicht, indem man
unter Verwendung der Transformation J e : Ω2 → Ωe0 die Referenzkonfiguration Ωe0 mit
X = [X, Y, Z] auf ein Master-Element mit ξ = [ξ, η, ζ] transformiert. Mit der Transformation
je : Ω2 → Ωet transformiert man hingegen die Momentankonfiguration Ωet mit x = [x, y, z]
auf das Master-Element. Wie in Abbildung 3.1 zu sehen, können die beiden Transformationen
mit je = F e · J e ineinander überführt werden. Im weiteren Verlauf ist nur die Transformation



















Abbildung 3.1: Master-Element in Ω2 (vgl. [Bär 15])











. . . det[J e]dΩ (3.5)







XeA ⊗Grad[NAu (ξ)] (3.6)
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Somit ist es möglich, lokale Formfunktionen NA(ξ) zu verwenden, welche auf dem Master-
Element definiert und konstruiert werden. Für die approximierten Elementkoordinaten Xe,h










Der Gradient der globalen Formfunktion kann mithilfe der Inversen der Jacobi-Matrix J e und
dem Gradienten der lokalen Formfunktionen berechnet werden:
Grad[NAu (X
e)] = (J e)−TGrad[NAu (ξ)] (3.8)
Statt alle globalen Formfunktionen aller Knoten A zu berechnen, reicht es aus, die Jacobi-Matrix
J e für jedes Element zu kennen, um die Integraltransformation aus Gl. (3.5) zu bestimmen.
Dieses Vorgehen hat ebenfalls, wie später zu sehen, große Vorteile für eine einheitliche und
einfache numerische Integration. Die restlichen FeldgrößenH ,B,Θ und p des CoFEM-Elements



















Das Verschiebungselement ist ein isoparametrisches Element. Dies bedeutet, dass wie in [Wrig 08]
beschrieben, die Geometrie und die Feldgrößen mit gleichen Ansatzfunktionen approximiert
werden. Wie in [Hueb 95] beschrieben und in Abbildung 3.2 zu sehen, exisistieren neben der
Isoparametrie noch die Subparametrie und die Superparametrie. Bei der Subparametrie werden
weniger Knoten und entsprechend Polynome niedrigeren Grades für die Approximation ver-
wendet als für die Geometriedefinition des Elements. Bei der Superparametrie werden hingegen
mehr Knoten und entsprechend Polynome höheren Grades für die Approximation verwendet, als
für die Geometriedefinition. Dieser Zusammenhang ist für das CoFEM-Element von Interesse,
da bei diesem die verschiedenen Felder im Allgemeinen unterschiedlich approximiert werden.




Abbildung 3.2: Isoparametrie, Subparametrie und Superparametrie
3.2 Schwache Formulierung des Verschiebungselements
Betrachtet man eine Funktionenschar
xH = x
H + δxH (3.11)
mit einem beliebigen Scharparameter , so ist die gesuchte Lösung genau dann eine zulässige
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Aufgrund der linearen Unabhängigkeit aller δxH ergibt sich mithilfe des Hauptsatzes der Va-





Nach Gl. (3.2) können die Gebietsintegrale auch als Summe der einzelnen Elementintegrale
dargestellt werden. Mit diesem Zusammenhang und der Erweiterung bezüglich der Ableitungen


























= 0 . (3.16)
Die Ableitung ∂xeB
∂xH
stellt einen zweistufigen Tensor dar, welcher dem Einheitstensor I ent-
spricht, wenn der globale Knoten xH dem Elementknoten xeB gleicht. In allen anderen Fällen
wird diese Ableitung zu Null. Dieser Zusammenhang kann auch als Assembly-Prozess verstan-
den werden, bei dem nur die Knotenresiduen reBu der Elemente aufsummiert werden, welche
auf den globalen Knoten xH fallen. Dieser Assembly-Prozess wird hier nicht betrachtet. Um





nach xeB ab. Dabei wird die Kettenregel nach Gl. (A.57) angewendet, um Ψ nachCe abzuleiten.
























Somit ergibt sich das Residuum reBu . Mit dem Zusammenhang aus Gl. (A.60) kann dies in die
übliche Darstellung überführt werden. Bei Se handelt es sich um den zweiten Piola-Kirchhoff-





Se : BeBdV =
∫
Ωe0





sind in Anhang E beschrieben. Nichtkonservative Kräfte können
in das System mit
δΠtot = δΠ + δΠextnc (3.20)













































3.3 Schwache Formulierung des CoFEM-Elements
Im Vergleich zu dem Verschiebungselement handelt es sich bei dem CoFEM-Element um das
Fünf-Feld-Funktional
Π = Π(x,H ,B,Θ, p)
= Π({xH}nouallH=1 , {HI}nohallI=1 , {BJ}noballJ=1 , {ΘK}noΘallK=1 , {pL}nopallL=1 ) (3.24)
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Entsprechend ergibt sich, bei gleichem Vorgehen wie im vorherigen Abschnitt, eine Extremwert-

































Daraus folgen, mit Einsetzen von Π =
∑nel
e=1 Π
e und der Erweiterung bezüglich der Element-




= 0 ReCh =
∂Πe(...)
∂HeC







= 0 reFp =
∂Πe(...)
∂peF
= 0 . (3.26)












Be,h : (cof[Ce(xe,h)]−He,h)dV (3.27)





























































cof[Ce] : BeBdV +
∫
Ωe0




Se : BeBdV =
∫
Ωe0
(BeB)T13 : SedV (3.28)
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cof[Ce] Se3 = 2B
e,h : Pe mit Se = Se1 + Se2 + Se3 (3.29)
zusammen. In gleicher Weise werden hier die nicht-konservativen Kräfte wie in Gl. (3.23) hin-
































: NCh IsdV −
∫
Ωe0








































































Zusammengefasst lauten die fünf Residuen:
reBu (x
eB,HeC ,BeD,ΘeE, peF ) =
∫
Ωe0








































sind in Anhang E beschrieben. Mit der Annahme




Bei den Residuen des Verschiebungselements und des CoFEM-Elements handelt es sich um ein
nichtlineares Gleichungssystem, welches mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren gelöst wer-
den soll. Dabei wird die Lösung iterativ bestimmt und in jedem Schritt ein lineares Gleichungs-
system gelöst. Dieses Gleichungssystem, auch Tangentengleichung genannt, kann für mehrere
Residuen Ra und Unbekannte da für die i-te Iteration wie folgt definiert werden:
nr∑
b=1






die Ableitungen des Residuums Ra nach db dar. Ausgehend von einer Startschätzung
d(1)a = d
0
a ∀ a = 1, ..., nr (4.3)
wird in jedem Iterationsschritt ∆d(i)a durch Gl. (4.1) bestimmt, wobei diese von der aktuellen






a ∀ a = 1, ..., nr (4.4)
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berechnet. Diese Iteration wird solange durchgeführt, bis ein gewähltes Abbruchkriterium er-
reicht wird. Zum Beispiel könnte eine beliebige p-Norm der Residuen dafür verwendet werden.
Sobald diese eine gewählte Toleranz TOL unterschreitet, ist eine Lösung gefunden.
‖Ra(d(i+1)1 ,d(i+1)2 ,d(i+1)3 , ...,d(i+1)nr )‖p 6 TOL ∀ a = 1, ..., nr (4.5)
Das NEWTON-RAPHSON-Verfahren sollte im optimalen Fall lokal, also in der Nähe der Lö-
sung, eine quadratische Konvergenz besitzen. Liegt die Startschätzung zu weit davon entfernt,
kann es zu Konvergenzproblemen kommen. Um dies zu verhindern, wird mit Lastschritten
gerechnet. Das Vorgehen bei dieser Variante des NEWTON-RAPHSON-Verfahren wird im An-
hang C beschrieben.
4.2 Tangente des Verschiebungselements











u nach xeH bestimmt. Die Herleitung dieser
Tangente ist im Anhang D.1 dargestellt.
4.3 Tangenten des CoFEM-Elements
Tabelle 4.1 zeigt die fünf Residuen und Unbekannten für das CoFEM-Element. Somit ergeben















eH HeI BeJ ΘeK peL
Tabelle 4.1: Nummerierung der Residuen Ra und Unbekannten da für das NEWTON-
RAPHSON-Verfahren des CoFEM-Elements
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da diese, wie in Gl. (3.34) - Gl. (3.38) zu sehen, nicht von den Größen abhängen, nach welchen
differenziert wird. Das führt auf das folgende Gleichungssystem des NEWTON-RAPHSON-
Verfahrens des CoFEM-Elements:





−KeCHhu ∆xeH −KeCIhh : ∆HeI −KeCJhb : ∆BeJ −KeCKhΘ ∆ΘeK = ReCh (4.9)
−KeDHbu ∆xeH −KeDIbh : ∆HeI = ReDb (4.10)
−keEHΘu ∆xeH −KeEIΘh : ∆HeI − keEKΘΘ ∆ΘeK −keELΘp ∆peL = reEΘ (4.11)
−keFHpu ∆xeH − keFKpΘ ∆ΘeK = reFp (4.12)
Mit der Annahme aus Gl. (2.11) reduzieren sich die Abhängigkeiten der Residuen. Damit ver-
schwinden folgende Tangenten:
KeBIuh ,keBKuΘ ,KeCHhu ,KeCKhΘ ,keEHΘu ,KeEIΘh (4.13)
Abschließend ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem:





−KeCIhh : ∆HeI −KeCJhb : ∆BeJ = ReCh (4.15)
−KeDHbu ∆xeH −KeDIbh : ∆HeI = ReDb (4.16)
− keEKΘΘ ∆ΘeK −keELΘp ∆peL = reEΘ (4.17)
−keFHpu ∆xeH − keFKpΘ ∆ΘeK = reFp (4.18)
Die Herleitungen der Tangenten des CoFEM-Elements sind in Abschnitt D.2 zu finden.
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4.4 Statische Kondensation des CoFEM-Elements
Würde man das Gleichungssystem wie in Gl. (4.14) - Gl. (4.18) in Voigt-Notation lösen, kämen
zu den drei Unbekannten der Verschiebung noch 14 weitere Unbekannte pro Knoten hinzu. Da-
mit würde der Aufwand des Assembly-Prozesses und des Gleichungssystemlösers steigen. Mit-
hilfe der statischen Kondensation ist es möglich, das Gleichungssystem des CoFEM-Elements
auf die Größe des Verschiebungselements zu reduzieren. Zunächst eliminiert man ∆ΘeK , indem
man Gl. (4.17) nach ∆ΘeK umstellt
∆ΘeK = −(keEKΘΘ )−1[reEΘ + keELΘp ∆peL] (4.19)
und in Gl. (4.18) einsetzt:
−keFHpu ∆xeH − keFKpΘ [−(keEKΘΘ )−1[reEΘ + keELΘp ∆peL]] = reFp
−keFHpu ∆xeH + keFKpΘ (keEKΘΘ )−1reEΘ + keFKpΘ (keEKΘΘ )−1keELΘp ∆peL = reFp (4.20)
Somit kann ∆peL in Abhängigkeit von ∆xeH dargestellt werden:











−1 und r˜eFp = r
eF
p − keFKpΘ (keEKΘΘ )−1reEΘ (4.22)
Als nächstes eliminiert man ∆HeI , indem man Gl. (4.16) nach ∆HeK umstellt
∆HeI = −(KeDIbh )−1 : [ReDb +KeDHbu ∆xeH ] (4.23)
und in Gl. (4.15) einsetzt:
−KeCIhh :
[
− (KeDIbh )−1 : [ReDb +KeDHbu ∆xeH ]
]
−KeCJhb : ∆BeJ = ReCh (4.24)
KeCIhh : (KeDIbh )−1 : ReDb +KeCIhh : (KeDIbh )−1 : KeDHbu ∆xeH −KeCJhb : ∆BeJ = ReCh (4.25)
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Daraus erhält man ∆BeJ in Abhängigkeit von ∆xeH als
∆BeJ = (KeCJhb )−1 : R˜
eC




h = −ReCh +KeCIhh : (KeDIbh )−1 : ReDb (4.27)
K˜eJDhh = (KeCJhb )−1 : KeCIhh : (KeDIbh )−1 = (KeDIbh )−1 : KeCIhh : (KeCJhb )−1 . (4.28)
Abschließend eliminiert man ∆peL und ∆BeJ , indem man Gl. (4.21) und Gl. (4.26) in Gl. (4.14)
einsetzt.
−KeBHuu ∆xeH −KeBJub : (KeCJhb )−1 : R˜
eC
h −KeBJub : K˜eJDhh : KeDHbu ∆xeH





Sortiert man nun die Tangenten und Residuen entsprechend und klammert ∆xeH aus





u −KeBJub : (KeCJhb )−1 : R˜
eC
h − keBLup (k˜eFLpp )−1r˜eFp ] (4.30)
so erhält man die neue Tangentengleichung −K˜eBHuu ∆xeH = r˜eBu des CoFEM-Elements. Mit
der folgenden Tangente K˜
eBH







uu +KeBJub : K˜eJDhh : KeDHbu + keBLup (k˜eFLpp )−1keFHpu












u −KeBJub : (KeCJhb )−1 : R˜
eC





u −KeBJub : (KeCJhb )−1 : [−ReCh +KeCIhh : (KeDIbh )−1 : ReDb ]












−1]reEΘ + [−keBLup (k˜eFLpp )−1]reFp (4.32)
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u zu berechnen, ist es notwendig, H
eC , BeD, ΘeE und peF zu kennen. Dafür
setzt man zunächst ReDb zu Null:















= GeDh − heDCbh HeC (4.33)
Daraus folgt ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung des Tensors













Dabei sind GeDh und heDCbh bekannt. Als nächstes kann nun
∂Ψ
∂He,h
berechnet werden. Setzt man
dann ReCh zu Null



















= GeCb − heCDhb BeD , (4.35)
führt dies ebenfalls auf ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von















Bei diesem sind ebenfalls alle Größen bekannt. Das gleiche Vorgehen kann zur Lösung von ΘeE
und peF angewendet werden. Setzt man reFp zu Null, so erhält man














eE = geFΘ − heFEpΘ ΘeE ,
(4.37)
und somit die lineare Gleichung
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Mit ΘeE kann ∂Ψ
∂Θe,h
bestimmt werden. Zum Schluss setzt man reEΘ zu Null:


















eF = geEp − heEFΘp peF
(4.39)
Die lineare Gleichung, die dabei entsteht, ergibt peF .


























Die in den Residuen und den Tangenten auftretenden Integrale werden über das jeweilige Ele-
ment Ωe0 numerisch gelöst. Mithilfe der Jacobi-Determinante det[J
e] kann das Integral über das
Elementvolumen auf das Integral über das Volumen des Master-Elements transformiert wer-
den. Da die Elementgrenzen des Master-Elements in allen Koordinatenrichtungen ξ = [ξ, η, ζ]














Zur numerischen Integration wird die Gaußpunkt-Integration verwendet. Bei dieser wird, wie
bei vielen numerischen Integrationsmethoden, der Integrand an ngp verschiedenen Stützpunkten







Die Gaußpunkt-Integration kann mit ngp Gaußpunkten Polynome vom Grad 2ngp − 1 exakt
integrieren. Die Stützpunkte und Wichtungen für einen bis drei Gaußpunkte sind in Tabelle
B.3 aufgeführt. Setzt man nun den Zusammenhang aus Gl. (4.42) für [ξi, ηi, ζi] und den dazu-
gehörigen Gewichten [wi, wj, wk] in Gl. (4.41) ein, so erhält man für die numerische Integration



















Man sieht, dass dies auf eine Summe über n3gp Gaußpunkten führt. Die Summen können ent-









































Die Anordnung der Punkte in ξ˜ und w˜ ist nur ein Beispiel und kann im Normalfall beliebig ge-
wählt werden. Für eine lineare Approximation sind zwei Gaußpunkte und für eine quadratische
Approximation drei Gaußpunkte in jeder Raumrichtung notwendig. Somit ergeben sich insge-
samt 8 bzw. 27 Integrationspunkte. Diese sind in den Tabellen B.4 bzw. Tabelle B.6 aufgeführt.
Wie in [Wrig 08] gezeigt, existieren auch spezielle Integrationsregeln mit sechs Gaußpunkten für
den linearen Hexaeder und 14 Gaußpunkten für den quadratischen Hexaeder. Mit diesen kann
man entsprechend ca. 25 % bzw. 50 % Rechenzeit in der Elementberechnung sparen. Diese sind
in Tabelle B.5 und B.7 aufgeführt. Abschließend wird noch der Begriff Unterintegration erklärt.
Dabei werden weniger Gaußpunkte verwendet, als für eine exakte Integration notwendig sind.
Zum Beispiel würde das für die Integration quadratischer Ansatzfunktionen bedeuten, dass nur
noch zwei Gaußpunkte in jede Koordinatenrichtung, also insgesamt acht, verwendet werden.
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4.7 Aspekte der Implementierung und der Ablauf der Ele-
mentschleife
Die Implementierung des Programms erfolgt in der höheren Programmiersprache Matlab c©.
In Anhang H wird gezeigt, wie auch größere Systeme effizient berechnet werden können. Die
linearen und quadratischen Netze werden in Abaqus c© erstellt und über die entsprechende INP-
Datei eingelesen. Bei dem von Abaqus c© bereitgestellten quadratischen Netz (C3D20) handelt
es sich um ein sogenanntes Serendipty-Element. Mit diesem reduzieren sich die Elementfrei-
heitsgrade von 81 auf 60. Die entsprechenden Formfunktionen sind in Tabelle B.1 und Tabelle
B.2 zu finden. Für eine konstante Approximation lauten diese entsprechend N1(ξ) = 1. Für die
Implementierung des FE-Programms ist es notwendig, die entsprechenden Tensorgleichungen
in Voigt-Notation zu überführen. Dieses Vorgehen ist im Anhang F beschrieben. Die daraus
resultierende Elementschleife für das Verschiebungselement ist in Abbildung 4.1 gezeigt. Für
das CoFEM-Element gilt weiterhin, dass die Lagrangemultiplikatoren in gleicher Weise appro-


















Die resultierende Elementschleife ist in Abbildung 4.2 gezeigt. Dabei sind die verschiedenen
Gaußpunkt-Schleifen zu beachten, die notwendig sind, um die verschiedenen rechten Seiten zu
berechnen. Diese sind notwendig, um die entsprechenden Variablen auf dem Element zu berech-
nen. Es reicht aus, die Inversen der Haar-Matrizen vor Programmstart einmal auszuführen. Da
die Matrixmultiplikationen auf dem Element den größten Anteil an der Berechnungszeit haben,
sollten diese entsprechend effizient ausgeführt werden. Bei dem CoFEM-Element treten eini-
ge Blockmatrix-Multiplikationen auf. Diese sollten aus Effizienzgründen wie z.B. in [Golu 12]
beschrieben implementiert werden.
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Element-Schleife
Gaußpunkt-Schleife








• Berechnung der Spannung
V










• Berechnung der Tangente Keuu
Abbildung 4.1: Elementschleife des Verschiebungselements
Element-Schleife
Gaußpunkt-Schleife
• Berechnen und Abspeichern von F e, Je, Ce,
V
[cof[Ce]]
• Berechnen der rechten Seite geΘ und geh
Berechnen der Knotengrößen Θeno und heno
Gaußpunkt-Schleife













• Berechnen der rechten Seite gep und geb
Berechnen der Knotengrößen peno und beno
Gaußpunkt-Schleife
• Berechnen der approximierten Größe
V
[Be,h] und pe,h
• Berechnung von Be,
V
[Pe]
• Berechnung der Spannung
V
















• Berechnung der Tangenten Keuu, Keub, Kehh, Keup und KeΘΘ
Berechnen von K˜euu
Abbildung 4.2: Elementschleife des CoFEM-Elements
Kapitel 5
Numerische Beispiele
5.1 Numerische Beispiele für das isotrope Materialgesetz
Als erstes wurde eine numerische Simulation des Randwertproblems aus [Schr 11] durchgeführt,
wobei in dieser Arbeit Hexaederelemente untersucht werden anstatt der Tetraederelemente.
Die Geometrie des verwendeten Cook-Balkens ist in Abbildung 5.1 zu sehen. Die Material-
und Simulationsparameter sind in Tabelle 5.1 aufgeführt. Dabei wird der Cook-Balken an dem
linken Rand (x = 0) in alle Richtungen festgehalten und auf den rechten Rand (x = 48) wird
eine quadratische Druckverteilung bezüglich der Referenzkonfiguration mit der Amplitude pˆ
aufgebracht:
p(X) = p(X, Y, Z) = − pˆ
64







Für die Geometrie wurden verschiedene Netze von nel = 24 bis nel = 24576 erstellt (siehe
Tabelle I.1 bzw. Tabelle I.2). Dabei wird in Dickenrichtung immer dieselbe Anzahl (6) an Ele-
menten benutzt. Für das quadratische Serendipity-Element (Q2) und das in [Schr 11] gezeigte
Co210-Element, wurden dann für alle 22 Netze die Lösungen berechnet.
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Simulationsparameter Materialparameter
Lastschritte nls = 25 1 = 42 kPa
Abbruchkriterium ‖r‖∞ 2 = 84 kPa
Toleranz TOL = 10−6 3 = 1260 kPa
4 = 100 kPa
Druckamplitude pˆ = 300 kPa 5 = 10












Abbildung 5.1: Geometrie des Cook-Balkens
Die Ergebnisse für die y-Koordinate sind in den Abbildungen 5.2 und 5.3 gezeigt. Man
erkennt, dass das Co210-Element, wie auch in [Schr 11] gezeigt, eine wesentlich bessere Kon-
vergenz als das Q2-Element besitzt. Als Referenz wird hier die konvergierte Lösung des Co210-
Elements angesehen. Jedoch sieht man auch, dass bei dem Co210-Element im vorletzten Netz
die y-Position sprunghaft ansteigt und dass die letzte Rechnung keine Lösung findet. Als Ab-
ruchkriterium greift hier, dass die Determinante von J kleiner Null wird, also das Element
ineinander verstülpt ist. Die Ursache dieses Problems ist in den Abbildungen 5.4, 5.5 und 5.6
dargestellt. Der mittlere Knoten des obersten Elements an der festen Einspannung bewegt sich
mit steigendem Lastschritt zunächst nach oben und dann nach links. Schon bei dem Netz mit
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13824 Elementen ist im letzten Lastschritt zu erkennen, dass bereits dieser Knoten sogar schon
etwas übersteht. Dieser Effekt ist bei den folgenden Netzen schon zu einem früheren Lastschritt
zu beobachten bzw. steht dieser Knoten mit steigenden Lastschritten immer mehr über. Bei
dem feinsten Netz mit 24576 Elementen führt dies dazu, dass dieser Knoten sich vom 22. zum
23. Lastschritt scheinbar so stark verschiebt, dass die Kante im Element selbst liegt und ent-
sprechend die Rechnung abgebrochen wird. In [Schr 11] wurde nicht von solch einem Problem
berichtet, jedoch sind die Ergebnisse auch nur bis ca. 32000 Tetraeder gezeigt. Diese Proble-
matik kann mehrere Ursachen haben. Eine erste Vermutung wäre, dass die Seitenverhältnisse
zu groß sind. Zum anderen könnte die gewählte Belastung zu hoch sein und die gewählten
Elemente können die Verformung nicht mehr abbilden. Dies würde auch erklären, warum der
Fehler nicht in [Schr 11] auftaucht, da Systeme bestehend aus Tetraedern sich grundlegend
steifer verhalten und dadurch nicht so hohe Verschiebungen auftreten. Auch wenn die Lösung
des Co210-Elements als konvergiert angesehen werden kann, steigt diese, wie zu sehen, im-
mer noch ein klein wenig an. Hat das System nun einen kritischen Punkt erreicht, an dem die
Verschiebung zu groß wird und wird dieser Punkt durch eine Erhöhung bei steigender Elemen-
tanzahl erreicht, versagt die Simulation. Interessant wäre hier auch, was bei dem Q2-Element
passiert, sobald dieses dieselbe Verschiebung erreicht. Die benutzten Formfunktionen können
hier auch ein Problem darstellen. Bei den hier verwendeten Formfunktionen handelt es sich um
sogenannte Serendipity-Elemente, bei denen zur Reduzierung der Elementfreiheitsgrade weni-
ger Formfunktionen verwendet werden. Bei den quadratischen Elementen werden somit nur 20
statt 27 Formfunktionen benötigt. Dahingehend wäre ein Vergleich mit der ”vollen” Approxi-
mation eine weitere Untersuchungsmöglichkeit. Eine weitere Fehlerquelle könnte die verwendete
Variante des Newton-Verfahrens sein. Durch die lineare Abschätzung des Startwertes aus den
vorhergehenden Daten, könnte es vorkommen, dass die neue Schätzung schon eine Konfiguration
liefert, bei der das Element in sich verzerrt ist. Dies würde sofort zum Abbruch der Simulation
führen, da die Determinante von J unter Null liegt. Da dieses Problem scheinbar eher ein Pro-
blem der gestellten Randwertaufgabe, Approximation oder des Lösungsverfahren ist und nicht
an der Elementformulierung liegt, wird für die weiteren Untersuchungen die Druckamplitude pˆ
auf 200 kPa gesenkt.
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Abbildung 5.2: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt C für die Elemente Q2 und
Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.1























Abbildung 5.3: Detailansicht zu Abbildung 5.2: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt
C für die Elemente Q2 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.1
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nls = 0 nls = 3 nls = 7
nls = 11 nls = 15 nls = 19
nls = 23 nls = 24 nls = 25
Abbildung 5.4: Verformung des oberen Elements an der festen Einspannung für nel = 13824 für
verschiedene Lastschritte für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.1
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nls = 0 nls = 3 nls = 7
nls = 11 nls = 15 nls = 19
nls = 23 nls = 24 nls = 25
Abbildung 5.5: Verformung des oberen Elements an der festen Einspannung für nel = 18816 für
verschiedene Lastschritte für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.1
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nls = 0 nls = 3 nls = 7
nls = 11 nls = 15 nls = 19
nls = 22
Abbildung 5.6: Verformung des oberen Elements an der festen Einspannung für nel = 24576 für
verschiedene Lastschritte für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.1
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Der nun verwendete Parametersatz ist in Tabelle 5.2 gezeigt. Zur Untersuchung des CoFEM-
Elements wird die Lösung aller Netze mit verschiedenen CoFEM-Element-Varianten berechnet.
Die Varianten ergeben sich aus allen möglichen Polynomgradkombinationen von konstant bis
quadratisch. Diese können in vier Gruppen eingeteilt werden. Die erste Gruppe, welche in Ta-
belle 5.3 zu sehen ist, stellt die Standardverfahren dar. Neben den Q1- und Q2-Elementen
wird hier noch als einfaches Verfahren zur Vermeidung von Locking zum Vergleich die komplet-
te Unterintegration des Q2-Elements verwendet. Die nächste Gruppe an Verfahren stellen die
CoFEM-Elemente dar, bei denen xe,h und Xe,h quadratisch approximiert werden (siehe Tabelle
5.4). Dem gegenüber stehen die CoFEM-Elemente mit einer linearen Approximation von xe,h
und Xe,h (siehe Tabelle 5.5). Während es sich bei diesen ganzen Varianten um iso- bzw. su-
perparametrische Approximationen handelt, stellen die restlichen Polynomgradkombinationen
subparametrische Approximationen dar. Diese vierte Gruppe ist in Tabelle 5.6 gezeigt.
Simulationsparameter Materialparameter
Lastschritte nls = 25 1 = 42 kPa
Abbruchkriterium ‖r‖∞ 2 = 84 kPa
Toleranz TOL = 10−6 3 = 1260 kPa
4 = 100 kPa
Druckamplitude pˆ = 200 kPa 5 = 10
Tabelle 5.2: Simulations- und Materialparameter für das isotrope Materialgesetz
Bezeichnung Q1 Q2 Q2R
Polynomgrad xe,h und Xe,h 1 2 2
Anzahl Gaußpunkte 8 27 8
Tabelle 5.3: Bezeichnung, Polynomgrad und Anzahl der Gaußpunkte der isoparametrischen
Standardverfahren
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Bezeichnung Co210 Co201 Co220 Co202 Co222 Co211 Co200 Co221 Co212
Polynomgrad xe,h und Xe,h 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Polynomgrad He,h und Be,h 1 0 2 0 2 1 0 2 1
Polynomgrad Θe,h und pe,h 0 1 0 2 2 1 0 1 2
Anzahl Gaußpunkte 27 27 27 27 27 27 27 27 27
Tabelle 5.4: Bezeichnung, Polynomgrad und Anzahl der Gaußpunkte der iso- bzw. superpara-
metrischen quadratischen CoFEM-Elemente
Bezeichnung Co110 Co101 Co100 Co111
Polynomgrad xe,h und Xe,h 1 1 1 1
Polynomgrad He,h und Be,h 1 0 0 1
Polynomgrad Θe,h und pe,h 0 1 0 1
Anzahl Gaußpunkte 8 8 8 8
Tabelle 5.5: Bezeichnung, Polynomgrad und Anzahl der Gaußpunkte der iso- bzw. superpara-
metrischen linearen CoFEM-Elemente
Bezeichnung Co112 Co121 Co120 Co102 Co122
Polynomgrad xe,h und Xe,h 1 1 1 1 1
Polynomgrad He,h und Be,h 1 2 2 0 2
Polynomgrad Θe,h und pe,h 2 1 0 2 2
Anzahl Gaußpunkte 27 27 27 27 27
Tabelle 5.6: Bezeichnung, Polynomgrad und Anzahl der Gaußpunkte der subparametrischen
linearen CoFEM-Elemente
Einige Ergebnisse der verschiedenen Methoden sind in Abbildung 5.7 bis Abbildung 5.30
dargestellt. Weitere Ergebnisse, die ebenfalls zur Auswertung mit einbezogen werden, sind in
Abbildung G.1 bis Abbildung G.16 zu finden. Zunächst wird das Konvergenzverhalten für
die x- und y-Koordinate an den Punkten C und D ausgewertet. Die Referenzlösung in den
Diagrammen gibt die konvergierte Lösung bzw. die Lösung des feinsten Netzes des Co210-
Elements an, welches sich im Verlauf der Auswertung als bestes Verfahren herausgestellt hat.
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Der Polynomgrad der Approximation von Θe,h und pe,h hat hier einen sehr großen Einfluss
auf die Lösung. Schaut man sich die Gruppe der Elemente Co22X, Co21X und Co20X an, er-
kennt man, dass die Lösung mit immer höherem Polynomgrad X schlechter wird. Approxmiert
man dann diese Größen quadratisch, so fallen die Konvergenzverläufe auf die des Q2-Elements.
Dies ergibt Sinn, da J bei dem Q2-Element ebenfalls quadratisch approxmimiert wird und
Θ dieses in dem CoFEM-Element ersetzt. Außerdem ist zu beobachten, dass die Lösungen
der Co2X1-Elemente immer in der Nähe des Q2R-Elements liegen. Das kann ebenfalls mög-
lich sein, da durch Unterintegration der Fehler in bestimmten Termen so groß wird, dass das
Ergbnis wieder einer linearen Approximation entspricht. Diese Problematik ist auch bei allen
linearen Elementen zu beobachten. Mit dieser Festselltung können alle Varianten, bei denen die
Ansatzfunktionen von Θ bzw. von p höher als konstant sind, für weitere Untersuchungen ausge-
schlossen werden. Somit verbleiben bei den quadratischen Elementen Co200, Co210 und Co220,
sowie bei den linearen Elementen Co100, Co110 und Co120. Die Standardverfahren zeigen das
erwartete Verhalten. Das Q2-Element konvergiert wesentlich schneller als das Q1-Element. Wo-
bei das Q1-Element selbst für das feinste Netz im Vergleich zu den anderen Methoden noch
einen großen Abstand zur Referenzlösung hat. Das Q2R-Element konvergiert ebenfalls wie
erwartet noch schneller als das Q2-Element. Von dem Co220-Element der x-Koordinate am
Punkt C abgesehen, stellt das Co210-Element für alle Ergebnisse der x- und y-Koordinate das
beste Verfahren dar. Dieses erreicht die Referenzlösung teilweise bei 100 bis 1000 Elementen.
Ebenfalls, wenn auch etwas schlechter als das Co210-Element, liefert das Co220-Element gute
Ergebnisse. Das Co200-Element liefert von den Co2X0-Elementen die schlechteste Lösung und
wird hier ebenfalls nicht weiter betrachtet. Bei den Elementen mit einer linearen Approximation
von xe,h liefert das Co100-Element die besten Ergebnisse. Diese Lösung ist wesentlich besser
als die des Q1-Elements und liegt teilweiße bei oder über der Lösung des Q2-Elements. Als
zweitbeste Variante kann das Co110-Element angesehen werden. Schaut man sich die Lösung
des Co110-Elements und die des subparametrischen Co120-Elements an, so kann man sehen,
dass diese übereinander liegen. Dabei erkennt man, dass hier eine höhere Approximation von
He,h und Be,h keinen Vorteil bringt, solange xe,h und Xe,h und somit auch die Jacobi-Matrix
J e zur Integraltransformation niedriger approximiert werden.
Als nächstes soll nun das Konvergenzverhalten der Spannungen σxx und σyy and den Punkten
A, B und D ausgewertet werden. Zunächst ist, wie erwartet, zu beobachten, dass die Lösungen
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des Q1-Elements, bis auf die Spannung σxx am Punkt D, die schlechtesten Ergebnisse darstel-
len. Diese liegen im Verhältnis zu den anderen Lösungen, selbst für die höchste Elementanzahl,
teilweise sehr weit von der Referenzlösung entfernt. Wie auch bei der Verschiebung fallen die Lö-
sungen aller Co1X1- und Co1X2-Elemente auf die des Q1-Elements und sind dementsprechend
zu bewerten. Die Lösungen des Q2-Elements hingegen liefern ein besseres Konvergenzverhalten.
Hier ist ebenfalls wie bei den Verschiebungen zu beobachten, dass die Ergebnisse der Co2X2-
Elemente dieselben sind wie die des Q2-Elements. In ungefähr demselben Bereich liegen die
Lösungen des Co100 und Co110-Elements. Teilweise haben diese sogar ein besseres Konvergenz-
verhalten als das Q2-Element. Untereinander unterscheiden sich diese beiden Lösungen bis auf
die Konvergenz von σxx am Punkt B kaum. Die Lösungen des Co100-Elements ozillieren jedoch
bei geringen Elementanzahlen teilweise stark. Auch hier ist wieder der Zusammenhang bezüg-
lich der subparametrischen Approximation zu beobachten, da diese wieder dieselben Lösungen
liefert. Das beste Konvergenzverhalten wird mit den Co2X0-Elementen, den Co2X1-Elementen
und dem Q2R-Element erreicht. Die Ergebnisse der Co2X1-Elemente und des Q2R-Elements
sind bei Punkt A sogar die besten, werden jedoch aufgrund ihres schlechteren Konvergenz-
verhaltens bei den Verschiebungen nicht weiter beachtet. Ebenfalls liegen diese Lösungen wie
schon bei den Verschiebungen in der selben Region. Die Konvergenzkurven des Co210-Elements
und des Co220-Elements liegen, bis auf den Verlauf der Spannung σyy am Punkt B, entweder
übereinander oder unterscheiden sich nur in geringem Maße.
Insgesamt betrachtet kann das Co210-Elemement und das Co220-Elemement als das Ele-
ment mit der besten Lösung bezeichnet werden. Aus Effizienzgründen könnten auch das Co100-
Element und das Co110-Element eine Rolle spielen. In der nachfolgenden Auswertung werden
nun das Co210-Element, das Co100-Element und das Co110-Element den Standardverfahren
gegenübergestellt. Es werden beide linearen CoFEM-Elemente weiter betrachtet, weil noch
nicht abzusehen ist, welchen Einfluss die oszillierenden Spannungen haben könnten. Das Co220-
Element wird nicht betrachtet, da dies im Rahmen dieser Arbeit zu umfangreich würde. Dies
soll jedoch nicht bedeuten,dass dieses Element eine schlechte Lösung liefert und es sollte, wenn
es zu Problemen bei dem Co210-Element kommt, auch in Betracht gezogen werden.
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Abbildung 5.7: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt C für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2



























Abbildung 5.8: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt C für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.9: Detailansicht zu Abbildung 5.7: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt
C für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2




























Abbildung 5.10: Detailansicht zu Abbildung 5.8: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt
C für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.11: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt C für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2





























Abbildung 5.12: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt C für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.13: Detailansicht zu Abbildung 5.11: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am
Punkt C für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2




























Abbildung 5.14: Detailansicht zu Abbildung 5.12: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am
Punkt C für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simula-
tionsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.15: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt A für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.2





















Abbildung 5.16: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt A für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110,
Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.17: Detailansicht zu Abbildung 5.15: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt A für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2






















Abbildung 5.18: Detailansicht zu Abbildung 5.16: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt A für
die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.19: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt D für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.2

























Abbildung 5.20: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110,
Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.21: Detailansicht zu Abbildung 5.19: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt D für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2





















Abbildung 5.22: Detailansicht zu Abbildung 5.20: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt D für
die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.23: Konvergenzverlauf von σyy am Punkt A für die alle Elemente für die Simula-
tionsparameter nach Tabelle 5.2





















Abbildung 5.24: Konvergenzverlauf für σyy am Punkt A für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110,
Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
5.1 Numerische Beispiele für das isotrope Materialgesetz 49




































Abbildung 5.25: Detailansicht zu Abbildung 5.23: Konvergenzverlauf von σyy am Punkt A für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2






















Abbildung 5.26: Detailansicht zu Abbildung 5.24: Konvergenzverlauf für σyy am Punkt A für
die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.27: Konvergenzverlauf von σyy am Punkt D für die alle Elemente für die Simula-
tionsparameter nach Tabelle 5.2
























Abbildung 5.28: Konvergenzverlauf von σyy am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110,
Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.29: Detailansicht zu Abbildung 5.27: Konvergenzverlauf von σyy am Punkt D für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2




















Abbildung 5.30: Detailansicht zu Abbildung 5.28: Konvergenzverlauf von σyy am Punkt D für
die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.2
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Als nächstes sollen nun für die ausgewählten Verfahren die konvergierten Lösungen bei der
feinsten Diskretisierung verglichen werden. Dabei soll zum einen überprüft werden, ob alle
Elementformulierungen auf die ungefähr gleiche Lösung führen. Zum anderen soll die Qualität
der Lösung an sich beurteilt werden und ob diese der Referenzlösung entspricht. Dabei ist zu
beachten, dass sich für die Lösung am Q1-Element an allen betrachteten Punkten und am
Q2-Element am Punkt D für das feinste Netz noch keine Konvergenz eingestellt hat. Zunächst








zz − σxxσyy − σxxσzz − σyyσzz + 3(σ2xy + σ2xz + σ2yz) (5.2)
Wie zu erkennen führen alle Verfahren auf eine ähnliche Spannungsverteilung. Hier unterschei-
det sich nur die Spannungsverteilung des Q1-Elements an der linken oberen Ecke. Es ist die
für eine Biegung charakteristische neutrale Faser zu erkennen, sowie die durch die Normalspan-
nung hervorgerufenen Spannungen im oberen und unteren Teil des Balkens. Ebenfalls zeigt sich
bei den Spannungsspitzen im linken oberen Bereich und an der rechten Seite (x = 48) der
erwartete Einfluss der Randbedingungen. In denselben Abbildungen sind die Verteilungen von
J bzw. θ dargestellt. Hier sind an einigen Stellen Unterschiede zwischen den Elementformulie-
rungen zu erkennen. Dabei ergeben bloß die CoFEM-Elemente eine plausible Lösung. Bei den
quadratischen Standardverfahren treten an verschiedenen Stellen unphysikalische Schachbrett-
muster auf. Am extremsten ist dieser Effekt bei dem Q2R-Element zu beobachten. Ein weiterer
nicht plausibler Effekt ist, dass vor allem für das Q1 und Q2-Element in der unteren linken
Ecke des Balkens die Volumendehnung gegen Eins strebt. Bei dem Q1-Element ist außerdem
zu beobachten, dass einige Elementreihen vor der festen Einspannung die Werte einer Reihe
sich sprunghaft ändern. Weiter wird das Verzerrungsmaß
‖cof[C]‖2 =
√
cof[C] : cof[C] bzw. ‖H‖2 =
√
H : H (5.3)
abgebildet. Wie zu erwarten treten die größten Verzerrungen an der linken oberen Ecke an der
festen Einspannung auf. Auch sind die Verzerrungen im oberen und unteren Teil des Balkens zu
erkennen, welche durch die Biegung hervorgerufen werden, sowie die Verzerrungen am linken
Rand, hervorgerufen durch die Druckrandbedingung. Die Verzerrungen der Verfahren an sich
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unterscheiden sich nur etwas an der linken oberen Ecke des Balkens. In Abbildung 5.33 und
Abbildung 5.34 sind die Spannungskomponenten σxx, σyy und σxy dargestellt. Für die Span-
nung σxx tritt bei allen Verfahren die erwarteten Normalspannungen auf, welche durch die
Biegung hervorgerufen werden. Ebenfalls zeigt sich bei den Spannungsspitzen im linken oberen
Bereich der Einfluss der Randbedingungen. Für das Q2-Element und das Q2R-Element treten
hier auch Schachbrettmuster auf. Am extremsten ist dieser Effekt wieder bei dem Q2R-Element
zu beobachten. Bei dem Q1-Element ist ebenfalls zu sehen, dass eine Elementreihe sprunghaft
ihren Wert ändert. Weiterhin kann man für die beiden Elemente Q1 und Q2 beobachten, dass
die Zugspannungen an der Einspannung sprunghaft ansteigen. Diese ganzen Feststellungen sind
auch bei σyy zu beobachten. Für σxy ergibt sich kein Unterschied zwischen den Elementformulie-
rungen. Dies ist nachzuvollziehen; da das CoFEM-Element zur Beseitigung von volumetrischen
Locking entwickelt wurde, haben diese Einfluss auf die Volumendehnung und damit auf die Nor-
malspannungen. An diesen ganzen Beispielen konnte gezeigt werden, dass die CoFEM-Elemente
die plausibelsten Lösungen liefern.
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Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σM








Abbildung 5.31: σM , J bzw. Θ und cof[C]‖2 bzw. ‖H‖2 für den Cook-Balken mit nel = 24576
und den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2 für die Elemente Q2, Q2R und Co210
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Q1(GP8) nel = 24576 Co110(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σM




Q1(GP8) nel = 24576 ∗∗Co110(GP8) nel = 24576 ∗∗Co100(GP8) nel = 24576
Abbildung 5.32: σM , J bzw. Θ und cof[C]‖2 bzw. ‖H‖2 für den Cook-Balken mit nel = 24576
und den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2 für die Elemente Q1, Co110 und Co100
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Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σxx
Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σyy
Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σxy
Abbildung 5.33: σxx, σyy und σzz für den Cook-Balken mit nel = 24576 und den Simulations-
daten aus Tabelle 5.2 für die Elemente Q2, Q2R und Co210
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Q1(GP8) nel = 24576 Co110(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σxx
Q1(GP8) nel = 24576 Co110(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σyy
Q1(GP8) nel = 24576 Co110(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σxy
Abbildung 5.34: σxx, σyy und σzz für den Cook-Balken mit nel = 24576 und den Simulations-
daten aus Tabelle 5.2 für die Elemente Q1, Co110 und Co100
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In diesem Abschnitt soll nun untersucht werden, wie sich die Lösung für verschiedene Größen
von einem groben Netz (nel = 96) über ein mittleres Netz (nel = 1176) bis zu einem feinen Netz
(nel = 9600) verhält.
In Abbildung 5.35 und 5.36 wird die Von-Mises-Vergleichsspannung σM für die verschiede-
nen Elementformulierungen und verschiedenen Netze dargestellt. Zunächst ist zu erkennen, dass
das Q1-Element für das gröbste Netz die Verschiebung nur sehr schlecht abbilden kann. Erst
bei dem feinsten Netz erreicht dieses Element die entsprechende Verschiebung. Bei dem groben
Netz liefert das Co210-Element qualitativ schon eine sehr gute Lösung, da hier die Spannungs-
verteilung schon der des feinsten Netzes stark ähnelt. Vor allem liegt die Spannungsspitze an
der oberen linken Ecke im Vergleich zu allen anderen Verfahren schon an der richtigen Stelle.
Für das mittlere Netz ist zu beobachten, dass das Co210-Element eine Lösung liefert, die dem
des feinsten Netzes entspricht. Bei den restlichen Elementen wird der Spannungsverlauf an der
festen Einspannung noch nicht richtig abgebildet. Für das Netz mit den meisten Elementen
liefern, von dem Q1-Element abgesehen, alle Elemente die konvergierte Lösung.
Die Abbildung 5.37 und die Abbildung 5.38 zeigen die Verteilung von J und Θ für die ver-
schiedenen Netze. Für das Netz mit der geringsten Elementanzahl liefert ebenfalls das Co210-
Element eine qualitativ sehr gute Lösung. Bei den beiden anderen CoFEM-Elementen ergibt
sich ebenfalls ein gutes Bild. Bei den Standardverfahren treten Schachbrettmuster und dis-
kontinuierliche Verläufe auf. Diese Effekte sind auch bei dem mittleren Netz zu beobachten.
Dem gegenüber stehen die CoFEM-Elemente, welche bei diesem Netz schon sehr gute Ergeb-
nisse liefern. Für das feinste Netz ergeben sich ähnliche Ergebnisse wie jene, die im vorherigen
Abschnitt ausgewertet wurden.
Der Vollständigkeit halber sind in Anhang G.2 weitere Größen gezeigt. Bei diesen verhalten
sich die Lösungen der Elemente über die verschiedenen Netze ähnlich. Generell kann man
sagen, dass auch hier die Vorteile des CoFEM-Elements gezeigt werden können. Zum einen
konvergieren diese schneller und zum anderen liefern sie teilweise wesentlich bessere Ergebnisse.
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σM
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σM
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σM
Abbildung 5.35: σM für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Q1(GP8) nel = 96 Co110(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σM
Q1(GP8) nel = 1176 Co110(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σM
Q1(GP8) nel = 9600 Co110(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σM
Abbildung 5.36: σM für die Elemente Q1, Co110 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Abbildung 5.37: J bzw. Θ für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des
Cook-Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Abbildung 5.38: J bzw. Θ für die Elemente Q1, Co110 und Co100 für verschiedene Netze des
Cook-Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Abschließend soll nun noch die Effizienz des CoFEM-Elements untersucht werden. Da die
meisten Elemente nicht einen konvergierten Zustand erreicht haben, muss ein Kriterium be-
stimmt werden, mit dem man entscheiden kann, ob die Lösung des Elements ausreichend ist.
Dazu wird hier ein Toleranzbereich um die Referenzlösung definiert. Sollte selbst das feinste
Netz noch nicht in diesem Bereich liegen, wird wenn absehbar ist dass diese Verfahren bei noch
feinerer Diskretisierung konvergieren, dies mit > markiert, wenn nicht mit .
Als erstes wird die Effizienz am Punkt D mit einem Toleranzbereich von 2 % betrachtet.
Dazu wird das Konvergenzverhalten aller Koordinaten und der Spannungen σxx, σxy und σyy
untersucht und entsprechend eingeordnet. Die Daten sind in Abbildung G.25 bis Abbildung
G.35 dargestellt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.7 zusammengefasst. Die Berechnungszeiten
sind in Abbildung 5.40 und Abbildung 5.41 dargestellt. Wie zu erkennen, benötigt das Co210-
Element die geringste Berechnungszeit. Darauffolgend liegt das Co100-Element. Die anderen
Methoden benötigen drei- bis viermal so viel Rechenzeit (Q1,Co110) bzw. das 35-fache und
mehr (Q2, Q2R). Das ist vorallem auf die Zeit des Gleichungssystemlösers zurückzuführen,
welche bei größeren Netzen extrem ansteigt.
Als nächstes wird wieder der Punkt D untersucht, jedoch mit einem Toleranzbereich von
10 %. Die entsprechenden Konvergenzdiagramme sind in Abbildung G.36 bis Abbildung G.43
dargestellt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.8 zusammengefasst. Die Berechnungszeiten sind
in Abbildung 5.42 und Abbildung 5.43 dargestellt. Diesmal sind die schnellsten Methoden das
Co110-Element und das Co100-Element. Danach folgt mit der doppelten Rechenzeit das Co210-
Element und danach mit der dreifachen Rechenzeit das Q2R-Element. Die beiden Standard
Q-Elemente benötigen mindestens die 10- bzw. 100-fache Rechenzeit.
Abschließend wird nun noch der Punkt A mit einem Toleranzbereich von ebenfalls 10 %
untersucht. Die Ergebnisse mit dem entsprechenden Toleranzbereich sind in Abbildung G.44
bis Abbildung G.51 dargestellt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.9 dargestellt. Die Berech-
nungszeiten sind in Abbildung 5.39 dargestellt. Die Brechnungszeiten des 22. Netzes sind den
vorhergehenden Tabellen zu entnehmen. Hier ergibt sich der Fall, dass alle Elemente ungefähr
dieselbe Rechenzeit benötigen. Das Q1-Element benötigt ca. die 10-fache Rechenzeit.
Insgesamt kann man sagen, dass das CoFEM-Element trotz seiner höheren Elementberech-
nungszeit aufgrund der schnellen Konvergenz in den gezeigten Fällen im schlimmsten Fall die
selbe Berechnungszeit benötigt.
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Q2 Q2R Co210 Q1 Co110 Co100
x-Koordinate am Punkt D > 22 22 3  22 > 22 21
y-Koordinate am Punkt D 4 3 2 22 6 4
z-Koordinate am Punkt D 1 1 1 1 1 1
σxx am Punkt D  22 15 7  22 17 17
σxy am Punkt D 5 4 4 > 22 4 5
σyy am Punkt D 5 4 2  22 9 7
Zusammengefasst  22 22 7  22 > 22 21
nel  24576 24576 1176  24576 > 24576 18816
nDOF  339495 339495 4725  88725 > 88725 68229
Berechnungszeit  3891.2 s 3720 s 109.2 s  321.9 s > 373.1 s 254.85 s
Tabelle 5.7: Nummern der notwendigen Netze, um den Toleranzbereich zu erreichen, sowie
deren Rechenzeit am Punkt D mit einem Toleranzbereich von 2 %
Q2 Q2R Co210 Q1 Co110 Co100
x-Koordinate am Punkt D 8 5 2 > 22 7 8
y-Koordinate am Punkt D 2 1 1 2 2 7
z-Koordinate am Punkt D 1 1 1 1 1 1
σxx am Punkt D > 22 7 5 10 8 9
σxy am Punkt D 2 2 2 1 2 2
σyy am Punkt D 3 3 2 20 3 4
Zusammengefasst > 22 7 5 > 22 8 9
nel > 24576 1176 600 > 24576 1536 1944
nDOF > 339495 4725 9399 > 88725 6069 7581
Berechnungszeit > 3891.2 s 84 s 58.6 s > 321.9 s 33.1 s 33.5 s
Tabelle 5.8: Nummern der notwendigen Netze, um den Toleranzbereich zu erreichen, sowie
deren Rechenzeit am Punkt D mit einem Toleranzbereich von 10 %
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Q2 Q2R Co210 Q1 Co110 Co100
x-Koordinate am Punkt D 3 2 1 4 3 8
y-Koordinate am Punkt D 1 1 1 3 1 1
z-Koordinate am Punkt D 1 1 1 1 1 1
σxx am Punkt D 5 4 3 > 22 3 6
σxy am Punkt D 3 3 3 20 6 6
σyy am Punkt D 5 4 4 > 22 8 9
Zusammengefasst 5 4 3 > 22 8 9
nel 600 384 216 > 24576 1536 1944
nDOF 9399 6183 3675 > 88725 6069 7581
Berechnungszeit 48.55 s 31.8 s 31.9 s > 321.9 s 33.1 s 33.5 s
Tabelle 5.9: Nummern der notwendigen Netze, um den Toleranzbereich zu erreichen, sowie
deren Rechenzeit am Punkt A mit einem Toleranzbereich von 10 %
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co110(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co100(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)




























































































































































































































































































































































































































































Abbildung 5.39: Laufzeiten der Netze für die Effizienzbetrachtung am Punkt A mit einem
Toleranzbereich von 10 %
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Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co110(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co100(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)






































































































































































































































































































Abbildung 5.40: Laufzeiten der Netze für die Effizienzbetrachtung am Punkt D mit einem
Toleranzbereich von 2 %
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co110(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co100(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)






































































































































































































Abbildung 5.41: Detailansicht zu Abbildung 5.40: Laufzeiten der Netze für die Effizienzbetrach-
tung am Punkt D mit einem Toleranzbereich von 2 %
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Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co110(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co100(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)





































































































































































































































































































































































































































































Abbildung 5.42: Laufzeiten der Netze für die Effizienzbetrachtung am Punkt D mit einem
Toleranzbereich von 10 %
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co110(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co100(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)



















































































































































































































































































































































































































Abbildung 5.43: Detailansicht zu Abbildung 5.42: Laufzeiten der Netze für die Effizienzbetrach-
tung am Punkt D mit einem Toleranzbereich von 10 %
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5.2 Numerische Beispiele für das transversal-isotrope Ma-
terialgesetz
Für das transversal-isotrope Materialgesetz sollte ebenfalls das Randwertproblem aus [Schr 11]
nachgebildet werden. Jedoch traten hier die selben Probleme wie bei dem isotropen Material
auf, in dem der eine Kantenknoten an der festen Einspannung überlappt und zum Abbruch
der Rechnung führt. Entsprechend wurde die Amplitude pˆ von 1500 kPa auf 1000 kPa gesenkt.
Der verwendete Parametersatz ist in Tabelle 5.10 gezeigt. Zur Untersuchung wurde wieder die
Lösung aller Netze (siehe Tabelle I.1 bzw. Tabelle I.2) mit den Verfahren aus Tabelle 5.3 bis
Tabelle 5.6 berechnet.
Simulationsparameter Materialparameter
Lastschritte nls = 50 1 = 42 kPa 6 = 3000 kPa
Abbruchkriterium ‖r‖∞ 2 = 84 kPa 7 = 4
Toleranz TOL = 10−6 3 = 1260 kPa 8 = 8
4 = 100 kPa 9 = 1
Druckamplitude pˆ = 1000 kPa 5 = 10
Faserrichtung: a = [ 1 1 1 ]T
Tabelle 5.10: Simulations- und Materialparameter für das transversal-isotrope Materialgesetz
Einige Ergebnisse der verschiedenen Methoden sind in Abbildung 5.44 bis Abbildung 5.71
dargestellt. Weitere Ergebnisse, die ebenfalls zur Auswertung mit einbezogen werden, sind in
Abbildung G.95 bis Abbildung G.52 zu finden. Zunächst wird das Konvergenzverhalten für
die x-, y- und z-Koordinate an den Punkten C und D ausgewertet. Die Referenzlösung in den
Diagrammen gibt die konvergierte Lösung bzw. die Lösung des feinsten Netzes des Co200-
Elements an, welches sich im Verlauf der Auswertung, vorallem für die Verschiebung, als bestes
Verfahren herausgestellt hat.
Bei der Auswertung der Konvergenz der Koordinaten stellt man fest, dass diese sich bei
allen drei Koordinaten gleich verhält. Die starke Abhängigkeit vom Polynomgrad der Appro-
ximation von Θe,h und pe,h kann hier nicht festgestellt werden. Die Standardverfahren zeigen
hier ebenfalls das erwartete Verhalten. Das Q2-Element konvergiert wesentlich schneller als das
Q1-Element. Wobei das Q1-Element selbst für das feinste Netz im Vergleich zu den anderen
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Methoden noch einen großen Abstand zur Referenzlösung hat. Das Q2R-Element weist eben-
falls entsprechend eine verbesserte Konvergenz gegenüber dem Q2-Element auf. In dem selben
Bereich der Lösung liegen die Ergebnisse des Co210-Elements, welches gleichzeitig das zweitbe-
ste Verfahren darstellt. Als bestes Verfahren kann hier das Co200-Element angesehen werden.
Die restlichen quadratischen Elemente liegen zwischen dem Co210-Element und dem Co222-
bzw. Q2-Element. Die Ergebnisse dieser beiden Elemente liegen übereinander. Diese Tatsache
ist nachzuvollziehen, da bei dem Co222-Element, wie bei dem Q2-Element alle Größen qua-
dratisch approximiert werden. Außerdem ist zu beobachten, dass die CoFEM-Elemente mit
einer niedrigen Approximation Θe,h und pe,h bzw. He,h und Be,h tendenziell ein etwas besseres
Konvergenzverhalten aufweisen. Bei den Elementen mit einer linearen Approximation von xe,h
liefert das Co100-Element ebenfalls das beste Ergebnis. Diese Lösung ist wesentlich besser als
die Lösung des Q1-Elements, erreicht jedoch hier nicht die Lösung des Q2-Elements. Die rest-
lichen linearen Elemente liefern eine wesentlich schlechtere Lösung. Das zeigt sich vorallem bei
den Konvergenzverläufen der z-Koordinate. Schaut man sich die Lösung des Co110-Elements
und die des subparametrischen Co120-Elements an, so kann man sehen, dass diese überein-
ander liegen. Dabei erkennt man, dass hier eine höhere Approximation von He,h und Be,h
keinen Vorteil bringt, solange xe,h und Xe,h und somit auch die Jacobi-Matrix J e zur Inte-
graltransformation niedriger approximiert werden. Dieselbe Problematik ist ebenfalls bei den
Gruppen Co101 und Co102 bzw. Co111, Co112 und Co122 zu beobachten, da deren Lösungen
ebenfalls übereinanderfallen. Es ist auch zu beobachten, dass die Lösung des Q1-Elements und
des Co111-Elements übereinanderfallen. Dies ist ebenfalls mit der Tatsache zu erklären, dass
bei diesem Element alle Größen wie bei dem Q1-Element linear approximiert werden. Abschlie-
ßend kann man für die linearen CoFEM-Elemente ebenfalls sagen dass diese scheinbar mit einer
niedrigen Approximation von Θe,h und pe,h bzw. He,h und Be,h tendenziell ein etwas besseres
Konvergenzverhalten aufweisen.
Als nächstes soll nun das Konvergenzverhalten der Spannungen σxx, σzz, σxy und σxz an den
Punkten A, B und D ausgewertet werden. Während bei dem isotropen Material die Lösungen
großteils alle gegen einen Wert konvergieren, ist am Punkt D zu beobachten, dass bestimmte
Elementgruppen teilweise gegen verschiedene Lösungen konvergieren. Deswegen findet die Aus-
wertung zunächst an den Punkten A und B statt. Dabei ist zu beobachten, dass die Lösungen
des Q1-Elements wie erwartet die schlechtesten Ergebnisse darstellen. Diese liegen im Verhältnis
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zu den anderen Lösungen, selbst für die höchste Elementanzahl, teilweise sehr weit von der Re-
ferenzlösung entfernt bzw. ist eine Konvergenz nicht abzusehen. Im selben Bereich sind wie bei
den Verschiebungen, abgesehen von dem Co100-Element, die Lösungen der restlichen linearen
Elemente zu finden. Dabei fallen die Lösungen in derselben Art und Weise, wie im vorherigen
Abschnitt beschrieben, aufeinander und sind entsprechend zu bewerten. Das Co100-Element
stellt das beste lineare Element dar. Jedoch liegt dessen Lösung größtenteils von dem des Q2-
Elements entfernt bzw. ist keine Konvergenz abzusehen. Für die Spannung σzz am Punkt A
und die Spannung σxy am Punkt B ist eher ein Divergenzverhalten zu beobachten. Die Lösung
des Q2-Elements und des Co222-Elements fallen auch bei den Spannungen übereinander und
stellen gleichzeitig die schlechteste Lösung der quadratischen Elemente dar. Für die restlichen
Elemente kann keine strikte Trennung erfolgen. Am Punkt A zeigt das Co200-Element ein sehr
gutes Konvergenzverhalten während am Punkt B das Co210-Element größtenteils sehr gute
Ergebnisse liefert. Auch das Q2R-Element liegt häufig in diesen Bereichen. Für die restlichen
CoFEM-ELemente ist ebenfalls zu beobachten, dass bei einer niedrigen Approximation von Θe,h
und pe,h bzw. He,h und Be,h tendenziell ein etwas besseres Konvergenzverhalten besteht. Für
das Konvergenzverhalten am Punkt D kann man festellen, dass verschiedene Elementgruppen
gegen verschiedene Lösungen streben. Deswegen kann keine Aussage darüber getroffen werden,
welches Element das beste Verhalten aufweist. Geht man davon aus, dass die Lösung, gegen
die das Co200-Element strebt, die richtige Lösung ist, kann man sagen, dass hier ebenfalls das
Co200- und das Co210-Element eine gute Konvergenzrate aufweisen.
Insgesamt betrachtet kann das Co200-Element und das Co210-Element als die Elemente mit
der besten Lösung betrachtet werden. Aus Effizienzgründen könnte auch das Co100-Element
wieder eine Rolle spielen, es ist jedoch wegen den teilweise divergierenden Spannungen genauer
zu untersuchen.
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Abbildung 5.44: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt C für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
























Abbildung 5.45: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt C für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung 5.46: Detailansicht zu Abbildung 5.44: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am
Punkt C für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10



























Abbildung 5.47: Detailansicht zu Abbildung 5.45: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am
Punkt C für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.10
74 Numerische Beispiele Kapitel 5






































Abbildung 5.48: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt C für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.10























Abbildung 5.49: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt C für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung 5.50: Detailansicht zu Abbildung 5.48: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am
Punkt C für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10

























Abbildung 5.51: Detailansicht zu Abbildung 5.49: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am
Punkt C für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.10
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Abbildung 5.52: Konvergenzverlauf der z-Koordinate am Punkt C für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.10

























Abbildung 5.53: Konvergenzverlauf der z-Koordinate am Punkt C für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung 5.54: Detailansicht zu Abbildung 5.52: Konvergenzverlauf der z-Koordinate am
Punkt C für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
























Abbildung 5.55: Detailansicht zu Abbildung 5.53: Konvergenzverlauf der z-Koordinate am
Punkt C für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.10
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Abbildung 5.56: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt B für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.10


















Abbildung 5.57: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt B für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung 5.58: Detailansicht zu Abbildung 5.56: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt B für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10

















Abbildung 5.59: Detailansicht zu Abbildung 5.57: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt B für die
Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle
5.10
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Abbildung 5.60: Konvergenzverlauf von σzz am Punkt B für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.10























Abbildung 5.61: Konvergenzverlauf für σzz am Punkt B für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung 5.62: Detailansicht zu Abbildung 5.60: Konvergenzverlauf von σzz am Punkt B für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10






















Abbildung 5.63: Detailansicht zu Abbildung 5.61: Konvergenzverlauf für σzz am Punkt B für die
Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle
5.10
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Abbildung 5.64: Konvergenzverlauf von σxy am Punkt B für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.10






















Abbildung 5.65: Konvergenzverlauf für σxy am Punkt B für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
5.2 Numerische Beispiele für das transversal-isotrope Materialgesetz 83

































Abbildung 5.66: Detailansicht zu Abbildung 5.64: Konvergenzverlauf von σxy am Punkt B für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10


















Abbildung 5.67: Detailansicht zu Abbildung 5.65: Konvergenzverlauf für σxy am Punkt B für die
Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle
5.10
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Abbildung 5.68: Konvergenzverlauf von σxz am Punkt B für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.10























Abbildung 5.69: Konvergenzverlauf für σxz am Punkt B für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung 5.70: Detailansicht zu Abbildung 5.68: Konvergenzverlauf von σxz am Punkt B für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10























Abbildung 5.71: Detailansicht zu Abbildung 5.69: Konvergenzverlauf für σxz am Punkt B für die
Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle
5.10
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Als nächstes sollen nun für die ausgewählten Verfahren die konvergierten Lösungen bei der
feinsten Diskretisierung verglichen werden. Dabei soll zum einen überprüft werden, ob alle
Elementformulierungen auf die ungefähr gleiche Lösung führen. Zum anderen soll die Qualität
der Lösung an sich beurteilt werden und ob diese der Referenzlösung entspricht. Dabei ist
zu beachten, dass wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, die Lösungen an bestimmten Punkten
noch keinen konvergierten Zustand erreicht haben. Somit sollten auch bei dieser Betrachtung
Unterschiede festzustellen sein.
An der Verfomung des Balkens sieht man, dass das Q1-Element die durch die Faserrich-
tung hervorgerufenen Verdrehung nicht so gut abbilden kann, wie die restlichen Elemente. In
Abbildung 5.72 und in Abbildung 5.73 wird die Von-Mises-Vergleichspannung nach Gl. (5.2)
betrachtet. Wie zu erkennen, führen alle Verfahren auf eine ähnliche Spannungsverteilung. Un-
terschiede sind bei der Verteilung und dem Wert der Spannung bei dem Q1-Element an der
festen Einspannung zu beobachten. An diese tritt bei dem Q2R-Element ein leichtes Schach-
brettmuster auf. Für eine Biegung ist die charakteristische neutrale Faser zu erkennen sowie
die durch die Normalspannung hervorgerufenen Spannungen an der linken oberen Kante sowie
an der rechten unteren Kante. Ebenfalls zeigt sich bei den Spannungsspitzen an der Dirichlet-
Randbedingung und an der rechten Seite (x = 48) der erwartete Einfluss der Randbedingungen.
In den selben Abbildungen sind die Verteilungen von J bzw. θ dargestellt. Hier sind an einigen
Stellen Unterschiede zwischen den Elementformulierungen zu erkennen. Dabei ergeben bloß die
CoFEM-Elemente eine plausible Lösung. Das Q1-Element liefert eine zu den anderen Elementen
sehr unterschiedliche Lösung, vorallem was den Wertebereich betrifft. Bei den quadratischen
Standardverfahren treten an verschieden Stellen unphysikalische Schachbrettmuster auf. Am
extremsten ist dieser Effekt bei dem Q2R-Element zu beobachten. Ein weiterer nicht plausibler
Effekt bei dem Q2-Element ist die sprunghafte Änderung der Volumendehnung an der linken
Kante der festen Einspannung. Weiterhin wird das Verzerrungsmaß nach Gl. (5.3) abgebildet.
Wie zu erwarten, treten die größten Verzerrungen an der linken oberen Ecke an der festen
Einspannung auf. Auch sind die Verzerrungen an der rechten unteren Kante des Balkens zu
erkennen, welche durch die Biegung hervorgerufen werden. Die Verzerrungen der Elemente un-
terscheiden sich im Verlauf sowie im Wertebereich zwischen dem Co210- bzw. Co100-Element
und den restlichen Elementen. In Abbildung 5.74 und Abbildung 5.75 sind die Normalspannun-
gen σxx, σyy und σzz dargestellt und in Abbildung 5.76 sowie Abbildung 5.77 sind die Schub-
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spannungen σxy, σyz die σxz. Von dem Q1-Element abgesehen, ergeben sich für die restlichen
Elemente ähnliche und erwartete Ergebnisse. Bei dem Co200-Element treten starke unplausible
Wertesprünge an der linken oberen Ecke der festen Einspannung auf. Bei den Q2, Q2R und
Co210-Elementen treten an der Dirichlet-Randbedingung teilweise auch Schachbrettmuster in
der Spannungsverteilung auf.
Abschließend kann man sagen, dass das Co200-Element, wie schon in dem vorherigen Ab-
schnitt gezeigt, zwar für die Verschiebungen eine sehr gute Lösung liefert, jedoch für die Span-
nung das Co210-Element zu bevorzugen ist. Das Co100 Element liefert, vorallem im Vergleich
zu dem Q1-Element, ebenfalls eine gute Lösung.
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Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σM








Abbildung 5.72: σM , J bzw. Θ und cof[C]‖2 bzw. ‖H‖2 für den Cook-Balken mit nel = 24576
und den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10 für die Elemente Q2, Q2R und Co210
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Co200(GP27) nel = 24576 Q1(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σM












Abbildung 5.73: σM , J bzw. Θ und cof[C]‖2 bzw. ‖H‖2 für den Cook-Balken mit nel = 24576
und den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10 für die Elemente Co200, Q1 und Co100
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Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σxx
Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σyy
Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σzz
Abbildung 5.74: σxx, σyy und σzz für den Cook-Balken mit nel = 24576 und den Simulations-
daten aus Tabelle 5.10 für die Elemente Q2, Q2R und Co210
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Co200(GP27) nel = 24576 Q1(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σxx
Co200(GP27) nel = 24576 Q1(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σyy
Co200(GP27) nel = 24576 Q1(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σzz
Abbildung 5.75: σxx, σyy und σzz für den Cook-Balken mit nel = 24576 und den Simulations-
daten aus Tabelle 5.10 für die Elemente Co200, Q1 und Co100
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Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σxy
Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σyz
Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 24576
σxz
Abbildung 5.76: σxy, σyz und σxz für den Cook-Balken mit nel = 24576 und den Simulations-
daten aus Tabelle 5.10 für die Elemente Q2, Q2R und Co210
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Co200(GP27) nel = 24576 Q1(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σxy
Co200(GP27) nel = 24576 Q1(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σyz
Co200(GP27) nel = 24576 Q1(GP8) nel = 24576 Co100(GP8) nel = 24576
σxz
Abbildung 5.77: σxy, σyz und σxz für den Cook-Balken mit nel = 24576 und den Simulations-
daten aus Tabelle 5.10 für die Elemente Co200, Q1 und Co100
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Abschließend soll nun noch untersucht werden, wie sich die Lösung für verschiedene Größen
von einem groben Netz (nel = 96) über ein mittleres Netz (nel = 1176) bis zu einem feinen Netz
(nel = 9600) verhält.
In Abbildung 5.78 und 5.79 wird die Von-Mises-Vergleichsspannung σM für die verschiedenen
Elementformulierungen und verschiedenen Netze dargestellt. Zunächst ist zu erkennen, dass das
Q1-Element für das gröbste Netz die Verschiebung nur sehr schlecht abbilden kann. Selbst bei
dem feinsten Netz sind die Unterschiede zu den quadratischen Elementen zu erkennen. Auch
das Co100-Element erreicht mit dem feinsten Netz nicht die Verschiebungen wie z.B das Co210-
Element. Im Gegensatz zu der isotropen Materialformulierung liefern die beiden quadratischen
CoFEM-Elemente erst ab dem mittleren Netz eine qualitativ gute Lösung. Das selbe Verhalten
ist bei den Q2-Elementen zu beobachten. Das Co100-Element hingegen benötigt dafür das
feine Netz. Wie in dem vorherigen Abschnitt festgestellt, liefert das Q1-Element für das feinste
Netz eine andere Lösung. Die Abbildung 5.80 und die Abbildung 5.81 zeigt die Verteilung
von J bzw. Θ für die verschiedenen Netze. Für das Netz mit der geringsten Elementanzahl
liefern das Co210-Element und das Co200-Element eine qualitativ gute Lösung. Bei den beiden
anderen CoFEM-Elementen ergibt sich ebenfalls ein gutes Bild. Bei den Q1- und Q2-Elementen
treten Schachbrettmuster und diskontinuierliche Verläufe auf. Diese Effekte sind auch bei dem
mittleren Netz zu beobachten. Dem gegenüber stehen die CoFEM-Elemente, welche bei diesem
Netz schon sehr gute Ergebnisse liefern. Für das feinste Netz ergeben sich ähnliche Ergebnisse
wie die die im vorherigen Abschnitt schon ausgewertet wurde.
Zur Vollständigkeit sind in Anhang G.5 weitere Größen gezeigt. Bei diesen verhalten sich
die Lösungen der Elemente über die verschiedenen Netze ähnlich. Generell kann man sagen,
dass auch hier die Vorteile des CoFEM-Elements gezeigt werden können, jedoch nicht in dem
Umfang wie bei einer isotropen Materialformulierung. Die CoFEM-Elemente konvergieren für
eine anisotrope Matrialformulierung für einige Größen schneller und in keinem Fall langsa-
mer und liefern bei dem feinsten Netz entsprechend dem vorherigen Abschnitt teilweise eine
physikalischere Lösung.
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σM
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σM
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σM
Abbildung 5.78: σM für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Co200(GP27) nel = 96 Q1(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σM
Co200(GP27) nel = 1176 Q1(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σM
Co200(GP27) nel = 9600 Q1(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σM
Abbildung 5.79: σM für die Elemente Co200, Q1 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Abbildung 5.80: J bzw. Θ für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des
Cook-Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Abbildung 5.81: J bzw. Θ für die Elemente Co200, Q1 und Co100 für verschiedene Netze des
Cook-Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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5.3 Numerische Beispiele der modifizierten Integrationsre-
geln
Da die CoFEM-Elemente eine höhere Berechnungszeit benötigen, wurde nach Möglichkeiten
gesucht, diese zu reduzieren. Eine Möglichkeit stellen die modifizierten Integrationsregeln dar,
welche in [Wrig 08] gezeigt sind (siehe Tabelle B.5 bzw. Tabelle B.7). Um die Exaktheit dieser
zu untersuchen wurden, einige Elemente für die normale und die modifizierte Integration be-
rechnet. Verglichen werden die x- und y-Koordinate am Punkt C, sowie die Spannungen σxx
und σyy am Punkt D. Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.82 bis Abbildung 5.89 dargestellt.
Es ist zu erkennen, dass die modifizierten Integrationsregeln für alle Koordinaten die gleichen
Ergebnisse liefern. Für die Spannungen ergibt sich hingegen kein so eindeutiges Bild. Voral-
lem für eine sehr grobe Diskretisierung unterscheiden sich die Lösungen teilweise stark. Erst
ab ca. 1000 Elementen liefern beide Integrationsregeln die selbe Lösung. Die entsprechenden
Berechnungszeiten der Elemente sind in Abbildung 5.90 und Abbildung 5.91 dargestellt. Die
Zeitersparnisse sind exemplarisch für nel = 6144 und nel = 24576 in Tabelle 5.11 bzw. Tabelle
5.12 gezeigt. Zusammenfassend kann man sagen, dass die modifizierten Integrationsregeln für
mittlere und feine Netze vorallem für die quadratischen Elemente eine gute Möglichkeit dar-
stellen, die Rechenzeit der Elementschleife zu reduzieren. Für grobe Netze sollte man vor der
Anwendung die Eignung mit Testrechnungen prüfen.
GP8 \GP27 GS6 \GS14 Faktor
Q1 5.62 s 4.35 s 1.29
Q2 64.46 s 36.31 s 1.77
Co100 7.47 s 5.86 s 1.27
Co210 120.88 s 70.01 s 1.72
Tabelle 5.11: Rechenzeitgewinn der modifizierten Integrationsregeln für nel = 6144
GP8 \GP27 GS6 \GS14 Faktor
Q1 23.72 s 18.91 s 1.25
Q2 262.79 s 147.1 s 1.78
Co100 31.59 s 24.77 s 1.27
Co210 482.51 s 280.60 s 1.71
Tabelle 5.12: Rechenzeitgewinn der modifizierten Integrationsregeln für nel = 24576
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Abbildung 5.82: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt C für die Elemente Q1, Q2,
Co100 und Co210 für die normale und modifizierte Integrationsregel mit den Simulationspara-
meter nach Tabelle 5.2




























Abbildung 5.83: Detailansicht zu Abbildung 5.82: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am
Punkt C für die Elemente Q1, Q2, Co100 und Co210 für die normale und modifizierte In-
tegrationsregel mit den Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.84: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt C für die Elemente Q1, Q2,
Co100 und Co210 für die normale und modifizierte Integrationsregel mit den Simulationspara-
meter nach Tabelle 5.2





























Abbildung 5.85: Detailansicht zu Abbildung 5.84: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am
Punkt C für die Elemente Q1, Q2, Co100 und Co210 für die normale und modifizierte In-
tegrationsregel mit den Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.86: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Co100 und
Co210 für die normale und modifizierte Integrationsregel mit den Simulationsparameter nach
Tabelle 5.2






















Abbildung 5.87: Detailansicht zu Abbildung 5.86: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt D für
die Elemente Q1, Q2, Co100 und Co210 für die normale und modifizierte Integrationsregel mit
den Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung 5.88: Konvergenzverlauf für σyy am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Co100 und
Co210 für die normale und modifizierte Integrationsregel mit den Simulationsparameter nach
Tabelle 5.2





















Abbildung 5.89: Detailansicht zu Abbildung 5.88: Konvergenzverlauf für σyy am Punkt D für
die Elemente Q1, Q2, Co100 und Co210 für die normale und modifizierte Integrationsregel mit
den Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q1(GS6)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GS14)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)




























































































































































































































































Abbildung 5.90: Berechnungszeiten der Elementschleife für die Elemente Q1 und Q2 für die
normale und modifizierte Integrationsregel mit den Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
Method:     Co100(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co100(GS6)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GS14)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)



























































































































































































































































Abbildung 5.91: Berechnungszeiten der Elementschleife für die Elemente Co100 und Co210 für




In dieser Arbeit wurde das in [Schr 11] gezeigte gemischte Element zur Vermeidung von Locking-
Effekten implementiert und untersucht. Dieses beruht auf einem Fünf-Feld-Hu-Washizu-
Funktional. Zum Vergleich wurden das lineare Lagrange-Element (Q1) und das quadratische
Serendipity-Element (Q2) sowie ein komplett unterintegriertes Q2-Element (Q2R) implemen-
tiert. Die Untersuchungen wurden an einer hyperelastischen isotropen und transversal-isotropen
Materialformulierung durchgeführt. Dabei wurden gleiche Randbedingungen wie in [Schr 11]
implementiert. Bei den CoFEM-Elementen wurde eine variable Polynomgradwahl vorgesehen.
Es konnte gezeigt werden, dass man trotz der statischen Kondensation keine Inversen in der
Elementschleife zu berechnen hat. Ebenso konnte gezeigt werden das sich die zusätzlichen Va-
riablen direkt auf dem Element berechnen lassen.
Für verschiedene Netze des Cook-Balkens wurden die Lösungen der Standardverfahren und
der CoFEM-Elemente berechnet. Mit den Simulationsparametern nach [Schr 11] kam es mit
den Hexaederelementen in dieser Arbeit zu Konvergenzproblemen, die nicht abschließend ge-
klärt werden konnten. Dabei knickt der Kantenmittenknoten des quadratischen Elements an
der oberen Ecke der festen Einspannung über und lässt die Rechnung abbrechen. Um trotzdem
eine Auswertung durchführen zu können, wurde die Randlast verringert. Zuerst wurden dabei
die Verschiebungen sowie einzelne Spannungskomponenten an verschiedenen Punkten betrach-
tet. Hier stellte sich das Co210-Element als das Element mit dem besten Konvergenzverhalten
heraus. Ebenfalls gute Ergebnisse lieferte das Co220-Element. Bei den linearen Elementen lie-
fert das Co100-Element sowie das Co110-Element gute Resultate. Bei dem direkten Vergleich
der Lösungen auf dem feinsten Netz zeigen die CoFEM-Elemente die beste Lösung, da bei den
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Standardverfahren diverse unphysikalische Effekte auftreten. Auch bei einem Vergleich der Lö-
sung bei einer groben Diskretisierung liefern diese Elemente sehr gute Ergebnisse. Im Vergleich
zu den Standardverfahren zeigen die CoFEM-Elemente teilweise bei 100 Elementen Lösungen,
die qualitativ denen der feinsten Netze entsprechen. Für 1000 Elemente liefern diese dann schon
die Referenzlösung. Die Berurteilung der Rechenzeit zeigte, das diese Elemente aufgrund ihrer
schnellen Konvergenz die Berechnungszeit teilweiße stark reduzieren können. Vorallem auch die
linearen CoFEM-Elemente bieten aufgrund ihrer geringen Anzahl an Freiheitsgraden sehr gute
Rechenzeiten.
Für das transversal-isotrope Materialgesetz wurden ähnliche Probleme wie bei der isotro-
pen Materialformulierung festgestellt. Entsprechend wurde auch hier die Randlast verringert.
Für die Verschiebungen konnte das Co200-Element als beste Variante identifiziert werden. Die
zweitbeste Lösung liefert das Co210-Element. Für das Konvergenzverhalten der Spannungen
kann keine solche strikte Trennung durchgeführt werden, da verschiedene Größen bei unter-
schiedlichen Elementen unterschiedlich gut konvergieren. Für den Vergleich am feinsten Netz
zeigt sich, dass die Lösung des Co200-Elements teilweise starke Sprünge im Spannungsverlauf
aufweist. Das Co210-Element produziert hier wieder nachvollziehbare Ergebnisse. Bei dem Ver-
gleich der groben und mittleren Netze ist zu beobachten, dass die CoFEM-Elemente hier erst
wie die Standardelemente bei 1000 Elementen eine qualitativ ähnliche Lösung liefern und bei
dem feinsten Netz die konvergierte Lösung erreichen.
Außerdem konnte mit den modifizierten Integrationsregeln nach [Wrig 08] ein Vorgehen für
feine Netze gefunden werden, bei dem die Elementrechenzeit von quadratischen Elementen um
den Faktor 1.7 beschleunigt werden konnte.
Die in dieser Arbeit gezeigten Ergebnisse bieten eine Vielzahl an weiteren Forschungsmög-
lichkeiten. Zum einen sollte das Problem mit dem überlappenden Knoten untersucht werden.
Hier können diverse Lösungsansätze verfolgt werden. Einerseits sollte eine Vergleichsrechnung
mit Tetraedern sowie dem 27-Knoten Lagrange-Element durchgeführt werden, um Probleme
mit den Ansatzfunktionen auszuschließen. Ebenfalls sollte untersucht werden, welchen Einfluss
die Schätzung des Newtonverfahrens auf diesen Effekt hat.
Auch wäre es interessant nachzuprüfen, ob eine statische Kondensation für beliebige Mate-
rialformulierungen auf ähnliche algorithmische Eigenschaften führen würde.
Für die transversal-isotrope Materialformulierung sollten weitere Untersuchungen durch-
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geführt werden, da das CoFEM-Element noch keine sehr gute Lösung liefert. Hier wäre die
Abhängikeit der Faserrichtung bzw. auch der Materialparameter von Interesse.
Auch weitere Standardtests, wie zum Beispiel der Patch-Test oder der Kompressionstest,
könnten zum Vergleich herangezogen werden.
Weiterführend zu dieser Arbeit könnte eine Erweiterung auf ein dynamisches Modell ange-
strebt werden. Hier wäre von großem Intresse, ob die Eigenschaften dieser räumlichen Diskreti-
sierung auch in einem dynamischen System reproduziert werden können. Ebenfalls von großem
Intresse wäre, ob die gezeigten numerischen Vorteile, wie das direkte Lösen der zusätzlichen
Größen auf dem Element oder eine statische Kondensation bei der keine Invertierung auf dem
Element notwendig ist, sich auch hier ergeben.
Was die Rechenzeit des Programmes betrifft, wurde diese so weit optimiert, dass der größte
Zeitanteil im Gleichungssystemlöser verbracht wird. Um entsprechend eine noch kürzere Be-





Tensoren werden anhand ihrer Stufe eingeteilt. Dabei gibt diese an, welche Dimension die
Basisdyaden des jeweiligen Tensors besitzt. In dieser Arbeit werden die Stufen eines Tensors in
kartesischer Basis wie folgt unterschieden:
a Tensor nullter Stufe (Skalar) (A.1)
a = Aaea Tensor erster Stufe (Vektor) (A.2)
A = Aabea ⊗ eb Tensor zweiter Stufe (A.3)
A = Aabcea ⊗ eb ⊗ ec Tensor dritter Stufe (A.4)
A = Aabcdea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed Tensor vierter Stufe (A.5)
Wie in Gl. (A.1) - Gl. (A.5) gezeigt, bestehen alle Tensoren aus einem Produkt aus Tensorkoef-
fizienten (z.B. Aab) und der zugehörigen Basis (z.B. ea ⊗ eb). Entsprechend der Einstein’schen
Summationskonvention wird über alle doppelt auftretenden Indizes summiert (a, b, c, d = {x, y, z}).





Aabea ⊗ eb (A.6)









Aabcdea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed (A.7)
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Somit ergeben sich für einen zweistufigen Tensor 9, für einen dreistufigen Tensor 27 und für
einen vierstufigen Tensor 81 Koeffizienten und Basis-Dyaden.
Eine weitere wichtige Operation stellt das Punktprodukt zwischen zwei kartesischen Basis-
vektoren ea · eb dar. Diese führt auf das Kronecker-Symbol δab. Dabei gilt:
δab = ea · eb =
0 für a 6= b1 für a = b (A.8)
Mit diesem Zusammenhang kann man die verschiedenen Tensorprodukte definieren. Das einfa-
che Punktprodukt von zwei zweistufigen Tensoren A und B führt wieder auf einen zweistufigen
Tensor.
A ·B = Aabea ⊗ eb ·Bcdec ⊗ ed = AabBcdδbcea ⊗ ed = AacBcdea ⊗ ed (A.9)
Das doppelte Punktprodukt von diesen Tensoren führt auf einen Tensor nullter Stufe.
A : B = Aabea ⊗ eb : Bcdec ⊗ ed = AabBcdδacδbd = AcdBcd (A.10)
Ebenfalls wird in dieser Arbeit das doppelte Punktprodukt eines zwei- und eines vierstufigen
Tensors verwendet. Dieses führt wiederum auf einen Tensor zweiter Stufe:
A : B = Aabea ⊗ eb : Bcdefec ⊗ ed ⊗ ee ⊗ ef = AabBcdefδacδbdee ⊗ ef
= AcdBcdefee ⊗ ef (A.11)
Neben den Punktprodukten existiert noch das dyadische Produkt. Dabei werden die Basisvek-
toren nicht verjüngt. Das dyadische Produkt zwischen zwei zweistufigen Tensoren ergibt somit
einen vierstufigen Tensor:
A⊗B = Aabea ⊗ eb ⊗Bcdec ⊗ ed = AabBcdea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed (A.12)
Eine ebenfalls benötigte Operation stellt die Transposition (...)Tij dar. Dabei wird der i-te
und j-te Basisvektor vertauscht. Mit (...)T wird die oft verwendete Variante (...)T12 abgekürzt.
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Einige Beispiele für diese Operation sind:
(A)T12 = AT = Aabeb ⊗ ea (A.13)
(A)T13 = Aabcec ⊗ eb ⊗ ea (A.14)
(A)T23 = Aabcea ⊗ ec ⊗ eb (A.15)
Eine wichtige Klasse zweistufiger Tensoren stellen die symmetrischen Tensoren zweiter Stufe
dar. Diese besitzen nur sechs unabhängige Koeffizienten, da Aab = Aba gilt. Außerdem können
beliebige unsymmetrische Tensoren A zweiter Stufe additiv in einen symmetrischen Anteil
S
A
und einen antisymmetrischen Anteil
A








A = sym[A] = 1
2
(A+AT ) = 1
2
(Aab + Aba)ea ⊗ eb
A
A = skew[A] = 1
2
(A−AT ) = 1
2
(Aab − Aba)ea ⊗ eb
(A.16)











((...) + (...)Tij) (A.18)
Damit wird der Tensor bezüglich der i-ten und j-ten Komponente symmetrisiert. Ein Beispiel




(A+ (A)T23) = 1
2
(Aabc + Aacb)ea ⊗ eb ⊗ ec (A.19)
Weiterhin gilt auch, dass sym[...] die verkürzte Schreibweise von sym12[...] darstellt.
Das in Gl. (A.8) gezeigte Kronecker-Symbol bildet gleichzeitig die Koeffizientenmatrix des
zweistufigen Einheitstensors:
I = δabea ⊗ eb (A.20)
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Neben diesem existieren drei vierstufige Einheitstensoren I1,I2,I3:
I1 = I ⊗ I = δabea ⊗ eb ⊗ δcdec ⊗ ed = δabδcdea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed (A.21)
I2 = δacδbdea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed (A.22)
I3 = δadδbcea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed (A.23)




(I2 + I3) =
1
2
(δacδbd + δadδbc)ea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed . (A.24)
Im einfachen Punktprodukt mit einem zweistufigen Tensor ist der zweistufige Einheitstensor
das neutrale Element und führt somit wieder auf den Tensor selbst:
A · I = I ·A = Aabea ⊗ eb · δcdec ⊗ ed = Aabδcdδbceb ⊗ ed = Aadea ⊗ ed = A (A.25)
Im doppelten Punktprodukt mit dem Einheitstensor I erhält man die Spur des Tensors, also
die Summe der Hauptdiagonalelemente.
A : I = I : A = Aabea ⊗ eb : δcdec ⊗ ed = Aabδcdδacδbd = Aaa = tr[A] (A.26)
Das neutrale Element im doppelten Punktprodukt ist der zweite vierstufige Einheitstensor I2.
A : I2 = I2 : A =Aabea ⊗ eb : δceδdfec ⊗ ed ⊗ ee ⊗ ef
= Aabδceδdfδacδbdee ⊗ ef = Aefee ⊗ ef = A (A.27)
Verrechnet man den symmetrischen Einheitstensor vierte Stufe im doppelten Punktprodukt
mit einem Tensor zweiter Stufe, führt das auf die Symmerieoperation bezüglich der ersten und
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zweiten Komponente (vgl. Gl. (A.16)).
A : Is = Is : A = Aabea ⊗ eb : 1
2












(Aef + Afe)ee ⊗ ef = sym[A] (A.28)
Handelt es sich bei dem Tensor A um einen symmetrischen Tensor, so stellt mit Gl. (A.17) Is
das neutrale Element im doppelten Punktprodukt dar. Diese Tatsache ist auch im doppelten
Punktprodukt mit einem vierstufigen Tensor zu beobachten:
A : Is = Aabcdea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed : 1
2












(Aabgh + Aabhg)ea ⊗ eb ⊗ eg ⊗ eh (A.29)
Herrscht hier wieder eine Symmetrie bezüglich der dritten und vierten Komponente, so erhält
man den Tensor A selbst. Für die Multiplikation von links erhält man den Tensor A selbst,
wenn dieser bezüglich der ersten und zweiten Komponente symmetrisch ist.
Is : A =
1
2
(Aabgh + Abagh)ea ⊗ eb ⊗ eg ⊗ eh (A.30)
Außer den gezeigten Operationen existieren sogenannte Invarianten. Bei diesen handelt es sich
um skalarwertige Funktionen eines Tensors zweiter Stufe, welche unabhängig vom gewählten
Basissystem den gleichen Wert ergeben. Die Invarianten bilden dabei die Vorfaktoren des cha-
rakteristischen Polynoms mit den Tensoreigenwerten AK :
− A3K + I1(A)A2K − I2(A)AK + I3(A) = 0 (A.31)
Aus dem Cayley-Hamilton Theroem geht hervor, dass jeder Tensor seine eigene Eigenwertglei-
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chung erfüllt (siehe [Holz 00]).
A3 − I1(A)A2 + I2(A)A− I3(A)I = 0 (A.32)
Für ein kartesisches Basissystem können die Invarianten auch als Spur, Spur des Kofaktors und
der Determinante des jeweiligen Tensors dargestellt werden:





2 − I1(A2)) = tr[cof[A]] (A.34)
I3(A) = I1(A)I2(A)− 1
3
(I1(A)
3 − I1(A3)) = det[A] (A.35)
A.2 Tensoranalysis
Grundlegend unterscheidet man in der Tensoranalysis zwischen den Ableitungen unsymme-
trischer und symmetrischer Tensoren bzw. den Ableitungen danach. Für die Ableitung eines














ec ⊗ ed = Babδacδbdec ⊗ ed = Bcdec ⊗ ed = B = I2 : B (A.37)
Leitet man einen symmetrischen zweistufigen Tensor nach sich selbst ab, so erhält man den














ea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed = 1
2







































Eine wichtige Rolle spielen die Symmetrien verschiedener Ableitungen. Dadurch kann die Voigt-
Notation zur Anwendung kommen, welche es ermöglicht, auch höherstufige Tensoren in Ma-
trixschreibweise darzustellen. In dieser Arbeit werden die folgenden Symmetrien verwendet:









= Cab = Cba (A.40)














= Cabcd = Cabdc = Cbacd = Cbadc
= Ccdab = Cdcab = Ccdba = Cdcba (A.41)









= Cabc = Cbac (A.42)

















(Cabcd + Cabdc) =
1
2
(Cbacd + Cbadc) (A.43)
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Neben diesen gezeigten Ableitungen existieren sogenannte Differentialoperatoren. Für die Dar-
stellung dieser wird der Nabla-Operator ∇ benötigt. Im euklidischen Raum mit dem Koordi-
natenvektor x = xiei lautet dieser:
∇ = ei ∂
∂xi
= ei∇i() (A.47)
Dabei ist der Nabla-Operator nicht dem Gradientenoperator gleichzusetzen (siehe [Holz 00]).
Somit können die drei verschiedenen Differentialoperatoren wie folgt dargestellt werden:
Gradient: grad[x] = (∇⊗ x)T = ∇j(xi)ei ⊗ ej (A.48)
Divergenz: div[x] = grad[x] : I = ∇j(xi)ei ⊗ ej : ek ⊗ ek = ∇k(xk) (A.49)
Rotation: rot[x] = (∇× x)T = −∇ ·  · x (A.50)
(A.51)
In dieser Arbeit ist es notwendig, zwischen dem Gradienten bezüglich der Referenzkonfigura-
tion B0 und der Momentankonfiguration Bt zu unterscheiden. Dies geschieht durch Groß- und
Kleinschreibung sowie einer Tilde über dem Nabla-Operator.
grad[a] = (∇⊗ a)T = ∇j(ai)ei ⊗ ej (A.52)
Grad[a] = (∇˜ ⊗ a)T = ∇˜j(ai)ei ⊗ ej (A.53)
Bei Ableitungen von Tensoren wird oft die Kettenregel angewandt. Dabei ist darauf zu ach-
ten, dass diese mithilfe der entsprechenden Operation erfüllt wird. Die verschiedenen Varianten
werden hier kurz erläutert:
• Ableitung einer skalaren Funktion Ψ = Ψ(a(b)) nach einer skalaren Größe, bei der die
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• Ableitung einer skalaren Funktion Ψ = Ψ(a(B)) nach einem Tensor zweiter Stufe, bei der









• Ableitung einer skalaren Funktion Ψ = Ψ(A(b)) nach einem Tensor erster Stufe, bei der












ea ⊗ eb : ∂Acd
∂be










• Ableitung eines zweistufigen Tensors A = A(B(c)) nach einem Tensor erster Stufe, bei












ea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed : ∂Bef
∂cg










ea ⊗ eb ⊗ eg (A.57)
• Ableitung eines zweistufigen Tensors A = A(B(C)) nach einem Tensor zweiter Stufe, bei












ea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed : ∂Bef
∂Cgh












ea ⊗ eb ⊗ eg ⊗ eh (A.58)
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• Ableitung eines zweistufigen Tensors A = A(b(C)) nach einem Tensor zweiter Stufe, bei











ea ⊗ eb ⊗ ∂b
∂Ccd




ea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed (A.59)
Dabei sind noch zwei Spezialfälle zu beachten: die einfache und zweifache Ableitung eines
Skalars nach einem Tensor erster Stufe x, bei der die Substitution einen symetrischen Tensor































= BajiCijklBklbea ⊗ eb (A.61)
Abschließend wird noch die Richtungsableitung oder auch GATEAUX-Ableitung definiert
(vgl. [Gros 16]). Diese ist zur Berechnung der Residuen notwendig.
• Skalarwertige Skalarfunktion Φ(a)
DΦ(a1, a2, ..., ai, ..., ak)[δai] =
∂
∂





• Skalarwertige Vektorfunktion Φ(a)
DΦ(a1,a2, ...,ai, ...,ak)[δai] =
∂
∂
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• Skalarwertige Tensorfunktion Φ(A)
DΦ(A1,A2, ...,Ai, ...,Ak)[δAi] =
∂
∂
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• Ableitung von C−1 (vgl. [Freu 13])
∂C−1
∂C








cb )ea ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ed (A.68)
• Ableitungen von cof[C]
Mit dem Zusammenhang aus Gl. (2.7) kann der Kofaktor auch als Funktion von det[C]
und C−1 dargestellt werden. Bildet man das totale Differential bezüglich dieser beiden

























= det[C]Is , (A.70)
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= det[C](C−1 ⊗C−1 − (C−1 ⊗C−1)S24)
=
cof[C]⊗ cof[C]− (cof[C]⊗ cof[C])S24
det[C]
(A.71)
























B.1 Ableitungen der approximierten Größen
Bei den Ableitungen von He,h und Be,h leitet man einen symmetrischen Tensor nach einem














= NJbIsδJD = NDb Is (B.1)
















LF = NFp (B.2)
führen.
B.2 B-Matrix
Die Ableitung von Ce nach xeB ergibt im Allgemeinen die sogenannte B-Matrix; dabei handelt
es sich um einen Tensor dritter Stufe. Dieser stellt den Zusammenhang zwischen Verschiebungen
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Aus den Gleichungen (2.3) und (2.4) folgt die Indexschreibweise von F e und Ce zu
F eij = x
eH
i ∇˜ej(NHu ) und Ceij = F eliF elj . (B.5)





Setzt man nun Gl. (B.5) und Gl. (B.6) unter Anwendung der Produktregel in Gl. (B.4) ein, so


























(F eki∇˜ej(NBu ) + ∇˜ei (NBu )F ekj) (B.7)
Mithilfe des Symmetrieoperators sym12[•] (vgl. Gl. (A.18)) ergibt sich die tensorielle Darstel-
lung:
BeB = sym12[Grad[NBu ]⊗ (F e)T ] (B.8)





(F eki∇˜ej(NBu ) + ∇˜ei (NBu )F ekj) BeBjik =
1
2
(F ekj∇˜ei (NBu ) + ∇˜ej(NBu )F eki) (B.9)
Der bezüglich der ersten und dritten Komponente transponierte Tensor lässt sich somit analog
angeben:
(BeB)T13 = sym23[F e ⊗Grad[NBu ]] (B.10)




(F eki∇˜ej(NBu ) + ∇˜ei (NBu )F ekj) BeBkij =
1
2
(F ekj∇˜ei (NBu ) + ∇˜ej(NBu )F eki) (B.11)
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B.3 SST-Matrix






























(∇˜ei (NBu )∇˜ej(NHu )δkl + ∇˜ei (NBu )∇˜ej(NHu )δkl) (B.13)




= Grad[NBu ]⊗Grad[NHu ]⊗ I (B.14)




Se : STBHdV =
∫
Ωe0


























Abbildung B.1: Knotenanordnung des linearen und quadratischen Elements (vgl. [Syst 10])
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(1− ξ)(1 + η)(1 + ζ) −1 +1 +1
Tabelle B.1: Formfunktionen und die lokalen Koordinaten für den linearen 8-Knoten-Hexaeder
(vgl. B.1)
















































































(1− ξ)(1 + η)(1− ζ2) −1 +1 0
Tabelle B.2: Formfunktionen und die lokalen Koordinaten für den quadratischen 20-Knoten-
Hexaeder (vgl. B.1)
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Tabelle B.3: Gaußpunkte der Gauß-Legendre-Integration
ξi ηi ζi wi
−1/√3 1/√3 1/√3 1
−1/√3 −1/√3 1/√3 1
−1/√3 1/√3 −1/√3 1


















3 −1/√3 −1/√3 1
Tabelle B.4: Gaußpunkte und Wichtungen für 2× 2× 2 Integrationspunkte
ξi ηi ζi wi
1 0 0 4
3
−1 0 0 4
3
0 1 0 4
3
0 −1 0 4
3
0 0 1 4
3
0 0 −1 4
3
Tabelle B.5: Gaußpunkte der speziellen Integrationsregel für einen linearen Hexaeder nach
[Wrig 08]
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ξi ηi ζi wi
−√3/5 √3/5 √3/5 125/729
−√3/5 0 √3/5 200/729
−√3/5 −√3/5 √3/5 125/729
−√3/5 √3/5 0 200/729
−√3/5 0 0 320/729
−√3/5 −√3/5 0 200/729
−√3/5 √3/5 −√3/5 125/729
−√3/5 0 −√3/5 200/729













0 0 0 512/729




0 0 −√3/5 320/729













3/5 0 0 320/729√








Tabelle B.6: Gaußpunkte und Wichtungen für
3× 3× 3 Integrationspunkte
ξi ηi ζi wi√
19/30 0 0 320/361














−√19/33 √19/33 √19/33 121/361√
19/33 −√19/33 √19/33 121/361




19/33 −√19/33 −√19/33 121/361
−√19/33 −√19/33 −√19/33 121/361
−√19/33 √19/33 −√19/33 121/361
Tabelle B.7: Gaußpunkte der speziellen Inte-





Da das NEWTON-RAPHSON-Verfahren nur in der Nähe der Lösung quadratisch konvergiert,
kann dies bei großen Deformationen dazu führen, dass keine Lösung gefunden wird. Um die-
ses Problem zu umgehen, kann der Lösungsprozess in eine gewisse Anzahl nls Lastschritte
j = 1, ..., nls unterteilt werden. Dabei skaliert man die externen Kräfte und die damit resul-












Somit wird in jedem Lastschritt das nichtlineare Gleichungssystem mit der externen Kraft
λ(j)f eB und mit der Tangentengleichung
nr∑
b=1
−Kab(d(i,j)1 ,d(i,j)2 ,d(i,j)3 , ...,d(i,j)nr )∆db = Ra(d(i,j)1 ,d(i,j)2 ,d(i,j)3 , ...,d(i,j)nr ) ∀ a = 1, ..., nr
(C.2)
iterativ gelöst, wobei in jedem Iterationsschritt ∆d(i,j)a bestimmt wird und die neue Abschätzung





a ∀ a = 1, ..., nr (C.3)
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a für j = 1
d
(i+1,j−1)
a für j > 1
∀ a = 1, ..., nr (C.4)
Das Abbruchkriterium für die Iteration kann analog zu dem Standard-Verfahren für jeden
Lastschritt definiert werden:
‖Ra(d(i+1,j)1 ,d(i+1,j)2 ,d(i+1,j)3 , ...,d(i+1,j)nr )‖p 6 TOL ∀ a = 1, ..., nr (C.5)
Die Startschätzung kann dahingehend verbessert werden, indem man davon ausgeht, dass sich









a − d(1,j−1)a ) für j > 1
∀ a = 1, ..., nr (C.6)
Anhang D
Ableitungen der Residuen
D.1 Tangente des Verschiebungselements


































Für den ersten Term kommt die Kettenregel nach Gl. (A.57) zum Einsatz, um Se nach Ce































(BeB)T13 : Ce : BeHdV (D.2)
Dieser Term ist der materielle Anteil der Tangente. Dabei stellt Ce den vierstufigen Steifigkeit-
stensor dar. Die Herleitung des zweiten Terms, auch SST-Matrix KeBHGEO genannt, welcher den
geometrischen Anteil der Tangente darstellt, wird in Abschnitt B.3 gezeigt. Somit lautet die




(BeB)T13 : Ce : BeHdV +KeBHGEO (D.3)
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D.2 Tangenten des CoFEM-Elements





(BeB)T13 : Ce : BeHdV +KeBHGEO (D.4)
















Ce3 = 4Be,h : Ξe (D.6)




















(BeB)T13 : 2NJbPedV =
∫
Ωe0












































































































































































































































































































E.1 Isotrope Materialformulierung des Verschiebungsele-
ments























Die freie Energie Ψiso hängt von tr[C], tr[cof[C]] und det[C] ab. Mithilfe von Gl. (A.55) kann































5−1 − 45det[C]−5−1 (E.4)
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α 1 = 1tr[C] + 2tr[cof[C]]tr[C]
iso
α 2 = −2tr[cof[C]] (E.6)
iso
α 3 = −3
2
+ 45det[C]
5 − 45det[C]−5 (E.7)
Für die Tangente wird die Ableitung von Gl. (E.5) nach C bzw. der doppelten Ableitung
von Ψiso nach C benötigt. Die Gl. (E.5) hängt neben tr[C], tr[cof[C]] und det[C] nun noch





































































5 − 45det[C]−5)Is . (E.11)







= (1 + 2tr[cof[C]])I ⊗ I (E.12)







= (2tr[C]I − 2C)⊗ (tr[C]I −C)
= 2tr[C]I ⊗ tr[C]I − 2tr[C]I ⊗C − 2C ⊗ tr[C]I + 2C ⊗C
= 2tr[C]










































− 45det[C]5 + 45det[C]−5)(C−1 ⊗C−1)S24 (E.16)





β 1I ⊗ I +
iso
β 2I ⊗C +
iso
β 2C ⊗ I +
iso
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mit den Vorfaktoren:
iso
β 1 = 1 + 2tr[cof[C]] + 2tr[C]
2 (E.18)
iso
β 2 = −2tr[C] (E.19)
iso
β 3 = 2 (E.20)
iso













− 45det[C]5 + 45det[C]−5 (E.23)
E.2 Anisotrope Materialformulierung des Verschiebungs-
elements














Wie zu erkennen hängt diese von tr[CM ], tr[cof[C]M ] und det[C] ab. Mithilfe von Gl. (A.55)































Für die Ableitung von tr[cof[C]M ] erweitert man mit der Kettenregel bezüglich cof[C] und









= M : P (E.28)
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α1 = 6(tr[CM ])
7 (E.30)
ti
α2 = 6(tr[cof[C]M ])
8 (E.31)
ti
α3 = −6det[C]−9 (E.32)
Für die Tangente wird die Ableitung von Gl. (E.29) nach C bzw. der doppelten Ableitung
von Ψti nach C benötigt. Die Gl. (E.29) hängt neben tr[CM ], tr[cof[C]M ] und det[C] nun











































































































= −6det[C]−9Is : (−(C−1 ⊗C−1)S24)
= 6det[C]
−9(C−1 ⊗C−1)S24 (E.41)



















β1 = 67(tr[CM ])
7−1 (E.43)
ti
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E.3 Isotrope Materialformulierung des CoFEM-Elements







(tr[H ])2 − 3ln(Θ) + 4(Θ25 + Θ−25 − 2) (E.48)
Die Ableitungen vereinfachen sich hier stark und können direkt berechnet werden:

















= 2tr[H ]I (E.50)






25−1 − 245Θ−25−1 (E.51)
Die zweifachen Ableitungen nach C, H und Θ sind ebenfalls sehr einfach zu bestimmen:









= 1I ⊗ I (E.52)









= 2I ⊗ I (E.53)









25−2 − 245Θ25−2 + 4425Θ−25−2 + 245Θ−25−2 (E.54)
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E.4 Anisotrope Materialformulierung des CoFEM-Elements
Die anisotrope Materialformulierung in C, H und Θ ausgedrückt lautet













Die Ableitungen vereinfachen sich hier ebenfalls stark und lauten:
























Die zweifachen Ableitungen haben die folgende Form:






















• zweifache Ableitung nach Θ
∂2Ψti
∂Θ∂Θ
= (−26)(−29 − 1)Θ−29−2 = 26(29 + 1)Θ−29−2 (E.61)
Anhang F
Voigt-Notation und Matrix-Formulierung
F.1 Voigt-Notation zwei-, drei- und vierstufiger Tensoren
Für die Implementierung der Berechnungsroutinen ist es notwendig, die Tensoren höherer Stufe
in eine Matrixdarstellung zu überführen. Mithilfe der Voigt-Notation können diese Tensoren in
eine redundanzfreie Darstellung gebracht werden. Diese Darstellung wird mithilfe der verschie-
denen Symmetriebedingungen der Tensoren realisiert. Für einen zweistufigen Tensor mit den




































Dabei reduziert sich die Koeffizientenanzahl von neun auf sechs. Bei dreistufigen Tensoren
mit den Symmetrien welche in Gl. (A.42) gezeigt sind, reduzieren sich diese von 27 auf 18
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Für vierstufige Tensoren werden zwei verschiedene Darstellungen verwendet. Bei beiden reichen





A1111 A1122 A1133 A1112 A1123 A1131
A2211 A2222 A2233 A2212 A2223 A2231
A3311 A3322 A3333 A3312 A3323 A3331
A1211 A1222 A1233 A1212 A1223 A1231
A2311 A2322 A2333 A2312 A2323 A2331




A1111 A1122 A1133 A1112 A1123 A1131
A2222 A2233 A2212 A2223 A2231
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F.2 Erfüllung des doppelten Punktproduktes
Bei der Voigt-Notation ist darauf zu achten, dass das doppelte Punktprodukt erfüllt ist. In
tensorieller Darstellung erhält man die folgenden Koeffizienten für das doppelte Punktprodukt
zwischen zwei zweistufigen Tensoren A und B:
A : B =AabBab
+ A11B11 + A12B12 + A13B13
+ A21B21 + A22B22 + A23B23
+ A31B31 + A32B32 + A33B33 (F.5)
In der Voigt-Notation existiert keine doppeltes Punktprodukt und wird durch das bekannte







[B] =A11B11 + A22B22 + A33B33
+ A12B12 + A23B23 + A31B31 (F.6)
Wie man erkennt, stimmt das Ergebnis nicht überein. Mithilfe der Korrekturmatrix
V = diag
[
1 1 1 2 2 2
]
(F.7)
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[B] =A11B11 + A22B22 + A33B33
+ 2A12B12 + 2A23B23 + 2A31B31 (F.8)
Diese Vorgehensweise, also das Ersetzen von : durch ·V· muss immer bei jedem doppelten
Punktprodukt durchgeführt werden, da dieses sonst nicht erfüllt ist.
F.3 Voigt-Notation spezieller Tensoren und Operatoren



















1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0







1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1
2
0 0
0 0 0 0 1
2
0


























































F.3 Voigt-Notation spezieller Tensoren und Operatoren 147


























































∇˜eB1 F e11 ∇˜eB1 F e21 ∇˜eB1 F e31
∇˜eB2 F e12 ∇˜eB2 F e22 ∇˜eB2 F e32
∇˜eB3 F e13 ∇˜eB3 F e23 ∇˜eB3 F e33
1
2
(∇˜eB1 F e12 + ∇˜eB2 F e11) 12(∇˜eB1 F e22 + ∇˜eB2 F e21) 12(∇˜eB1 F e32 + ∇˜eB2 F e31)
1
2
(∇˜eB2 F e13 + ∇˜eB3 F e12) 12(∇˜eB2 F e23 + ∇˜eB3 F e22) 12(∇˜eB2 F e33 + ∇˜eB3 F e32)
1
2



















22 0 −Be,h23 0
Be,h33 0 B
e,h
11 0 0 −Be,h31
Be,h22 B
e,h
11 0 −Be,h12 0 0
0 0 −Be,h12 −12Be,h33 12Be,h31 12Be,h23
−Be,h23 0 0 12Be,h31 −12Be,h11 12Be,h12
0 −Be,h31 0 12Be,h23 12Be,h12 −12Be,h22

(F.14)









22 0 −12(Ce32 + Ce23) 0
Ce33 0 C
e
11 0 0 −12(Ce13 + Ce31)
Ce22 C
e
11 0 −12(Ce21 + Ce12) 0 0
0 0 −Ce21 −12C33 12C31 12C23
−Ce32 0 0 12C31 −12C11 12C12
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0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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F.4 Berechnung der approximierten Größen und Anord-
nung der Knotengrößen
Die Formfunkionen für Θe,h und pe,h werden entsprechend der Nummerierung in Tabelle B.1













p · · · NFp
]
(F.21)





























Die Formfunkionen für He,h und Be,h werden ebenfalls entsprechend der Nummerierung in













b · · · NDb
]
(F.24)
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Mit dieser Anordnung erhält man später in den Tangenten Blockdiagonal-Strukturen, welche
für die Implementierung und Laufzeit von Vorteil sind. Die approximierten Größen He,h und








= (I6×6 Nb)[6×(6·nnob)][beno][(6·nnob)×1] (F.27)





h · · · NCh 0 0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0










0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 · · · N1h N2h · · · NCh

(F.28)
F.5 Voigt-Notation des Residuums und der rechten Seiten
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F.6 Voigt-Notation der Tangenten
In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Tangenten am Knoten in Voigt-Notation gezeigt.

































Se11∇˜eB1 ∇˜eH1 + Se22∇˜eB2 ∇˜eH2 + Se33∇˜eB3 ∇˜eH3 +
1
2




Se23(∇˜eB2 ∇˜eH3 + ∇˜eB3 ∇˜eH2 ) +
1
2




• Tangente K˜eBHuu des CoFEM-Elements
Bemerkung: Bei der Ersetzung des doppelten Punkproduktes ist darauf zu achten,
welchen Ursprung dieses hat. Würde man die Ersetzung schon in Abschnitt 4.4 durch-
führen, stünde durch die statische Kondensation die Korrekturmatrix an einigen Stellen



































































































[Be,h : Ξe] (F.43)







































































































F.7 Erweiterung der Residuen und Tangenten auf das Ele-
ment
Zur Erweiterung von Residuen und Tangenten definiert man zunächst die Vektoren ∇˜e1, ∇˜
e
2 und














∇˜e13 ∇˜e23 . . . ∇˜eB3
]
(F.52)
Ebenfalls benötigt man die B-Matrix des Elements Be:














∇˜e1  (Fe( : , 1))T
∇˜e2  (Fe( : , 2))T
∇˜e3  (Fe( : , 3))T
∇˜e1  (Fe( : , 2))T + ∇˜
e
2  (Fe( : , 1))T
∇˜e2  (Fe( : , 3))T + ∇˜
e
3  (Fe( : , 2))T
∇˜e3  (Fe( : , 1))T + ∇˜
e
1  (Fe( : , 3))T

(F.54)
Bemerkung: Bei der Durchführung des Assembly-Prozesses ist ebenfalls der Ursprung der
Gleichung zu beachten. Würde man diesen schon in Abschnitt 4.4 durchführen, würde die
Assemblierung innerhalb der Inversen stattfinden.
Mit diesen Zusammenhängen können die verschiedenen Residuen und Tangenten auf dem
Element dargestellt werden.








































= I6×6  (Hehb)−1 (F.57)






























= I6×6  (Hebh)−1 (F.59)
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• Tangente K˜euu des CoFEM-Elements
[K˜euu]
[(3·nnou)×(3·nnou)] = Keuu + K
e
ub ·Kebh ·Kehh ·Kehb ·Kebu + Keup ·KepΘ ·KeΘΘ ·KeΘp ·Kepu
(F.66)
























2(I6×6 NTb ) ·
V
[Pe] ·BedV (F.68)



































































 (NTh Nh)dV (F.71)
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· (NTΘ NΘ)dV (F.76)
F.8 Voigt-Notation der Materialableitungen
Abschließend werden noch die verschiedenen Materialableitungen des Verschiebungselements in
Voigt-Notation gezeigt.
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G.1 Konvergenzverläufe der isotropen Materialformulierung
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Abbildung G.1: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt D für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2






















Abbildung G.2: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt D für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung G.3: Detailansicht zu Abbildung G.1: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt
D für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2


























Abbildung G.4: Detailansicht zu Abbildung G.2: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt
D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.2
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Abbildung G.5: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt D für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2




























Abbildung G.6: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt D für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung G.7: Detailansicht zu Abbildung G.5: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt
D für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2




























Abbildung G.8: Detailansicht zu Abbildung G.6: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt
D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.2
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Abbildung G.9: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt B für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.2




















Abbildung G.10: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt B für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110,
Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung G.11: Detailansicht zu Abbildung G.9: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt B für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2


















Abbildung G.12: Detailansicht zu Abbildung G.10: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt B für
die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.2
168 Zusätzliche Numerische Beispiele Anhang G





































Abbildung G.13: Konvergenzverlauf von σyy am Punkt B für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.2























Abbildung G.14: Konvergenzverlauf für σyy am Punkt B für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110,
Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung G.15: Detailansicht zu Abbildung G.13: Konvergenzverlauf von σyy am Punkt B für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2





















Abbildung G.16: Detailansicht zu Abbildung G.14: Konvergenzverlauf für σyy am Punkt B für
die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co110, Co100, Co210 und Co220 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.2
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G.2 Netzvergleich für die isotrope Materialformulierung












Abbildung G.17: cof[C]‖2 bzw. ‖H‖2 für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene
Netze des Cook-Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Abbildung G.18: cof[C]‖2 bzw. ‖H‖2 für die Elemente Q1, Co110 und Co100 für verschiedene
Netze des Cook-Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σxx
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σxx
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 24576 Co210(GP27) nel = 9600
σxx
Abbildung G.19: σxx für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Q1(GP8) nel = 96 Co110(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σxx
Q1(GP8) nel = 1176 Co110(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σxx
Q1(GP8) nel = 9600 Co110(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σxx
Abbildung G.20: σxx für die Elemente Q1, Co110 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σyy
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σyy
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σyy
Abbildung G.21: σyy für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Q1(GP8) nel = 96 Co110(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σyy
Q1(GP8) nel = 1176 Co110(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σyy
Q1(GP8) nel = 9600 Co110(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σyy
Abbildung G.22: σyy für die Elemente Q1, Co110 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σxy
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σxy
Q2(GP27) nel = 24576 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σxy
Abbildung G.23: σxy für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Q1(GP8) nel = 96 Co110(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σxy
Q1(GP8) nel = 1176 Co110(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σxy
Q1(GP8) nel = 9600 Co110(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σxy
Abbildung G.24: σxy für die Elemente Q1, Co110 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.2
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Abbildung G.25: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 2 % der x-Koordinate am Punkt










Abbildung G.26: Detailansicht zu Abbildung G.25: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von
2 % der x-Koordinate am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210
für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2









Abbildung G.27: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 2 % der y-Koordinate am Punkt










Abbildung G.28: Detailansicht zu Abbildung G.27: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von
2 % der y-Koordinate am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210
für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2









Abbildung G.29: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 2 % der z-Koordinate am Punkt
D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.2





Abbildung G.30: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 2 % von σxx am Punkt D für die






Abbildung G.31: Detailansicht zu Abbildung G.30: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von
2 % von σxx am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2





Abbildung G.32: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 2 % von σxy am Punkt D für die






Abbildung G.33: Detailansicht zu Abbildung G.32: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von
2 % von σxy am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2





Abbildung G.34: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 2 % von σyy am Punkt D für die






Abbildung G.35: Detailansicht zu Abbildung G.34: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von
2 % von σyy am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2









Abbildung G.36: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % der x-Koordinate am Punkt










Abbildung G.37: Detailansicht zu Abbildung G.36: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von
10 % der x-Koordinate am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210
für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.2









Abbildung G.38: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % der y-Koordinate am Punkt










Abbildung G.39: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % der z-Koordinate am Punkt
D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.2





Abbildung G.40: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % von σxx am Punkt D für die






Abbildung G.41: Detailansicht zu Abbildung G.40: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von
10 % von σxx am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2





Abbildung G.42: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % von σxy am Punkt D für die






Abbildung G.43: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % von σyy am Punkt D für die
Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle
5.2









Abbildung G.44: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % der x-Koordinate am Punkt










Abbildung G.45: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % der y-Koordinate am Punkt
A für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.2









Abbildung G.46: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % der z-Koordinate am Punkt






Abbildung G.47: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % von σxy am Punkt A für die
Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle
5.2





Abbildung G.48: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % von σxx am Punkt A für die






Abbildung G.49: Detailansicht zu Abbildung G.48: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von
10 % von σxx am Punkt A für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2





Abbildung G.50: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von 10 % von σyy am Punkt A für die






Abbildung G.51: Detailansicht zu Abbildung G.50: Konvergenzverlauf und Toleranzbereich von
10 % von σyy am Punkt A für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co110 und Co210 für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Abbildung G.52: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt D für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.10























Abbildung G.53: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am Punkt D für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.54: Detailansicht zu Abbildung G.52: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am
Punkt D für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
























Abbildung G.55: Detailansicht zu Abbildung G.53: Konvergenzverlauf der x-Koordinate am
Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.56: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt D für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.10

























Abbildung G.57: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am Punkt D für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.58: Detailansicht zu Abbildung G.56: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am
Punkt D für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
























Abbildung G.59: Detailansicht zu Abbildung G.57: Konvergenzverlauf der y-Koordinate am
Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.60: Konvergenzverlauf der z-Koordinate am Punkt D für alle Elemente für die
Simulationsparameter nach Tabelle 5.10























Abbildung G.61: Konvergenzverlauf der z-Koordinate am Punkt D für die Elemente Q1, Q2,
Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.62: Detailansicht zu Abbildung G.60: Konvergenzverlauf der z-Koordinate am
Punkt D für alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10



























Abbildung G.63: Detailansicht zu Abbildung G.61: Konvergenzverlauf der z-Koordinate am
Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter
nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.64: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt A für alle Elemente für die Simulati-
onsparameter nach Tabelle 5.10






















Abbildung G.65: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt A für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.66: Detailansicht zu Abbildung G.64: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt A für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10





















Abbildung G.67: Detailansicht zu Abbildung G.65: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt A
für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.10
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Abbildung G.68: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt D für alle Elemente für die Simulati-
onsparameter nach Tabelle 5.10


















Abbildung G.69: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.70: Detailansicht zu Abbildung G.68: Konvergenzverlauf von σxx am Punkt D für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10



















Abbildung G.71: Detailansicht zu Abbildung G.69: Konvergenzverlauf für σxx am Punkt D
für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.10
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Abbildung G.72: Konvergenzverlauf von σzz am Punkt A für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.10





















Abbildung G.73: Konvergenzverlauf für σzz am Punkt A für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.74: Detailansicht zu Abbildung G.72: Konvergenzverlauf von σzz am Punkt A für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10



















Abbildung G.75: Detailansicht zu Abbildung G.73: Konvergenzverlauf für σzz am Punkt A
für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.10
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Abbildung G.76: Konvergenzverlauf von σzz am Punkt D für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.10























Abbildung G.77: Konvergenzverlauf für σzz am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.78: Detailansicht zu Abbildung G.76: Konvergenzverlauf von σzz am Punkt D für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10




















Abbildung G.79: Detailansicht zu Abbildung G.77: Konvergenzverlauf für σzz am Punkt D
für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.10
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Abbildung G.80: Konvergenzverlauf von σxy am Punkt A für alle Elemente für die Simulati-
onsparameter nach Tabelle 5.10























Abbildung G.81: Konvergenzverlauf für σxy am Punkt A für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.82: Detailansicht zu Abbildung G.80: Konvergenzverlauf von σxy am Punkt A für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10























Abbildung G.83: Detailansicht zu Abbildung G.81: Konvergenzverlauf für σxy am Punkt A
für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.10
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Abbildung G.84: Konvergenzverlauf von σxy am Punkt D für alle Elemente für die Simulati-
onsparameter nach Tabelle 5.10




















Abbildung G.85: Konvergenzverlauf für σxy am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.86: Detailansicht zu Abbildung G.84: Konvergenzverlauf von σxy am Punkt D für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
























Abbildung G.87: Detailansicht zu Abbildung G.85: Konvergenzverlauf für σxy am Punkt D
für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.10
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Abbildung G.88: Konvergenzverlauf von σxz am Punkt A für alle Elemente für die Simulations-
parameter nach Tabelle 5.10




















Abbildung G.89: Konvergenzverlauf für σxz am Punkt A für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.90: Detailansicht zu Abbildung G.88: Konvergenzverlauf von σxz am Punkt A für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10























Abbildung G.91: Detailansicht zu Abbildung G.89: Konvergenzverlauf für σxz am Punkt A
für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.10
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Abbildung G.92: Konvergenzverlauf von σxz am Punkt D für alle Elemente für die Simulati-
onsparameter nach Tabelle 5.10






















Abbildung G.93: Konvergenzverlauf für σxz am Punkt D für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100,
Co200 und Co210für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10
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Abbildung G.94: Detailansicht zu Abbildung G.92: Konvergenzverlauf von σxz am Punkt D für
alle Elemente für die Simulationsparameter nach Tabelle 5.10





















Abbildung G.95: Detailansicht zu Abbildung G.93: Konvergenzverlauf für σxz am Punkt D
für die Elemente Q1, Q2, Q2R, Co100, Co200 und Co210 für die Simulationsparameter nach
Tabelle 5.10
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Abbildung G.96: cof[C]‖2 bzw. ‖H‖2 für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene
Netze des Cook-Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Abbildung G.97: cof[C]‖2 bzw. ‖H‖2 für die Elemente Co200, Q1 und Co100 für verschiedene
Netze des Cook-Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σxx
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σxx
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σxx
Abbildung G.98: σxx für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Co200(GP27) nel = 96 Q1(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σxx
Co200(GP27) nel = 1176 Q1(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σxx
Co200(GP27) nel = 9600 Q1(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σxx
Abbildung G.99: σxx für die Elemente Co200, Q1 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σyy
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σyy
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σyy
Abbildung G.100: σyy für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Co200(GP27) nel = 96 Q1(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σyy
Co200(GP27) nel = 1176 Q1(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σyy
Co200(GP27) nel = 9600 Q1(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σyy
Abbildung G.101: σyy für die Elemente Co200, Q1 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σzz
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σzz
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σzz
Abbildung G.102: σzz für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Co200(GP27) nel = 96 Q1(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σzz
Co200(GP27) nel = 1176 Q1(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σzz
Co200(GP27) nel = 9600 Q1(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σzz
Abbildung G.103: σzz für die Elemente Co200, Q1 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σxy
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σxy
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σxy
Abbildung G.104: σxy für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Co200(GP27) nel = 96
σxy
Q1(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σxy
Co200(GP27) nel = 1176 Q1(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σxy
Co200(GP27) nel = 9600 Q1(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σxy
Abbildung G.105: σxy für die Elemente Co200, Q1 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σyz
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σyz
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σyz
Abbildung G.106: σyz für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Co200(GP27) nel = 96 Q1(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σyz
Co200(GP27) nel = 1176 Q1(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σyz
Co200(GP27) nel = 9600 Q1(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σyz
Abbildung G.107: σyz für die Elemente Co200, Q1 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Q2(GP27) nel = 96 Q2(GP8) nel = 96 Co210(GP27) nel = 96
σxz
Q2(GP27) nel = 1176 Q2(GP8) nel = 1176 Co210(GP27) nel = 1176
σxz
Q2(GP27) nel = 9600 Q2(GP8) nel = 9600 Co210(GP27) nel = 9600
σxz
Abbildung G.108: σxz für die Elemente Q2, Q2R und Co210 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10
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Co200(GP27) nel = 96 Q1(GP8) nel = 96 Co100(GP8) nel = 96
σxz
Co200(GP27) nel = 1176 Q1(GP8) nel = 1176 Co100(GP8) nel = 1176
σxz
Co200(GP27) nel = 9600 Q1(GP8) nel = 9600 Co100(GP8) nel = 9600
σxz
Abbildung G.109: σxz für die Elemente Co200, Q1 und Co100 für verschiedene Netze des Cook-
Balkens mit den Simulationsdaten aus Tabelle 5.10

Anhang H
Effiziente Matlab c© Implementierung
Die höhere Programmiersprache Matlab c© bietet eine verständliche und einfache Syntax um
auch komplexerer numerische Problemstellung zu lösen. Diese Vorteile gehen jedoch zu La-
sten der Rechenzeit. Es existieren jedoch verschiedene Möglichkeiten diese zu reduzieren. In
Abbildung H.1 bzw. H.2 wird diese Vorgehen und die resultierende Rechenzeitersparnis von
verschiedenen Netzen an dem Beispiel des Q2-Elements gezeigt. Die ersten Balken zeigen da-
bei die Rechenzeit an, die bei einer reinen Implementierung in Matlab c© entstehen würden.
Zum einen kann man mit dem Matlab-Coder c© die Elementberechnungszeit extrem redu-
zieren, indem man die Funktion der Elementschleife in eine MEX-Funktion übersetzt. Eine
weitere Möglichkeit besteht darin einen externen Gleichungssystemlöser zu verwenden, bei dem
man die Möglichkeit hat diverse eigene Einstellungen vor zu nehmen. Außerdem wurde eine
Assemblierungs-Routine benutzt. Die besten Rechenzeiten erhält man wenn man die MEX-
Funktion der Elementschleife sowie die Assemblierungs-Routine parallel ausführt. Als letzter
Punkt ist in dem Diagramm noch gezeigt wie sich die Anwendung modifizierte Verfahren, hier
die modifizierten Integrationsregeln aus Abschnitt 5.3, auf die Gesamtrechenzeit auswirkt. Ins-
gesamt konnte so für das gezeigte Beispiel einen Beschleunigung um den Faktor 15. Im folgenden
werden nun die einzelnen Aspekte genauer erklärt.
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Method:     Q2(GP27)
Element:    Matlab
Assembly:  Matlab
Solver:       Matlab (Auto)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX
Assembly:  Matlab
Solver:       Matlab (Auto)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX
Assembly:  Matlab
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX
Assembly:  MEX
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GS14)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)






























































































































































































































































































































































































Abbildung H.1: Berechnungszeiten des Programms für das Q2-Element mit den Simulations-
parameter nach Tabelle 5.2
Method:     Q2(GP27)
Element:    Matlab
Assembly:  Matlab
Solver:       Matlab (Auto)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX
Assembly:  Matlab
Solver:       Matlab (Auto)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX
Assembly:  Matlab
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX
Assembly:  MEX
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GS14)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)














































































































































































































































































































































Abbildung H.2: Detailansicht zu Abbildung H.1: Berechnungszeiten des Programms für das
Q2-Element mit den Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
H.1 Matlab-Coder c© 231
H.1 Matlab-Coder c©
Matlab c© bietet mit demMatlab-Coder c© die Möglichkeit eigene Funktionen in eineMEX-
Funktion zu übersetzen. Dabei können diverse Einstellungen getätigt werden. Den größten
Einfluss hat die Einstellung der Speicherreservierung. Verwendet man die statische Speicherre-
servierung werden die Größen der ganzen Variablen, in Abhängigkeit der Größen der Eingangs-
variablen fest im C-Code definiert. Dies macht es entsprechend nötig vor jedem Programmstart
des verwendeten Netzes, der verwendeten Formfunktion oder der Anzahl an Gaußpunkten die
MEX-Funktion zu erstellen. Es zeigt sich aber, dass der Geschwindigkeitsvorteil schon bei
geringen Elementanzahlen die notwendige Zeit zum übersetzen übersteigt. Die so erreichbare
Verbesserung der Rechenzeit ist für die Elemente Q1 und Co210 in Abbildung H.3 bis Abbil-
dung H.6 gezeigt. Weiterhin bietet der Matlab-Coder die Möglichkeit auch mit openmp zu
arbeiten und die Elementschleife zu parallelisieren. Entsprechend reduzieren sich die Rechen-
zeiten.
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Method:     Q1(GP8)
Element:    Matlab
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)


























































































































































































Abbildung H.3: Berechnungszeiten der Elementschleife für das Q1-Element mit den Simulati-
onsparameter nach Tabelle 5.2
Method:     Q1(GP8)
Element:    Matlab
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)







































































































































Abbildung H.4: Detailansicht zu Abbildung H.3: Berechnungszeiten der Elementschleife für das
Q1-Element mit den Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Method:     Co210(GP27)
Element:    Matlab
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
























































































































































Abbildung H.5: Berechnungszeiten der Elementschleife für das Co210-Element mit den Simu-
lationsparameter nach Tabelle 5.2
Method:     Co210(GP27)
Element:    Matlab
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Co210(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)




































































































Abbildung H.6: Detailansicht zu Abbildung H.5: Berechnungszeiten der Elementschleife für das
Co210-Element mit den Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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H.2 Gleichungssystemlöser
Bei dem in Matlab c© verwendeten Gleichungssystemlösers für beliebige dünnbesetzte unsym-
metrische lineare Gleichungssystem handelt es sich um den unter anderem in [Davi 06] gezeigten
Löser Umfpack. Dieser ist ein direkter Löser welcher eine LU-Zerlegung ausführt und durch
Vorwärts- sowie Rückwärts-Substitution das lineare Gleichungssystem löst. Dabei benötigt er
im besten Fall für die LU-Zerlegung einen Aufwand von O(n · log(n)). Eine Möglichkeit diesen
zu reduzieren bietet eine umsortierung der Matrix. Dabei wird versucht eine Permutation der
Matrix zu finden bei der die wenigstens Einträge in den beiden Matrizen L und U entstehen
und somit weniger Rechenaufwand entstehen. Matlab c© analysiert dafür die Matrix vor dem
Lösungsvorgang und berechnet diese Permuation entsprechend. Verwendet man die extern an-
gebotene Version von Umfpack kann man diverse Einstellungen vornehmen. Zum einen kann
man auch eine eigene Permutation vorgeben. Da die Besetzungsstruktur der Tangentenmatrix
während des gesamten Programmdurchlauf sich nicht ändert, reicht es dann aus die Permutati-
on einmalig zu Beginn zu berechnen. Mit den Umfpack-Packet werden diverse Methoden zur
Berechnung dieser Permutationen bereitgestellt. Um eine geeignete Methode zu finden wurden
entsprechende Testrechnungen durchgeführt. Dabei wurden die Methoden AMD, METIS und
das von Matlab c© bereitgestellte Reverse Cuthill-Mckee verglichen. Die Ergebnisse sind
in Abbildung H.7 sowie Abbildung H.8 gezeigt. Man sieht das METIS für den Cook-Balken
die beste Variante darstellt. Mit dieser Methode kann die Berechnungszeit des Gleichungssy-
stemlöseres halbiert werden.
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Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Matlab (Auto)
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (amd)
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (cut)
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)






















































































































































































































































Abbildung H.7: Berechnungszeit des Gleichungssystemlösers für das Q1-Element mit den Si-
mulationsparameter nach Tabelle 5.1
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Matlab (Auto)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (amd)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
Solver:       Umfpack (cut)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)
































































































































































































































































Abbildung H.8: Berechnungszeit des Gleichungssystemlösers für das Q2-Element mit den Si-
mulationsparameter nach Tabelle 5.1
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H.3 sparse-Funktion und fsparse-Funktion
In [Engb 16] wird eine alternative Implementation derMatlab c© sparse-Funktion gezeigt, wel-
che einen wesentlichen Geschwindigkeitsvorteil gegenüber der Standartfunktion besitzen soll. In
dem verwendeten Programm werden alle Assembly-Prozesse mit dieser Funktion durchgeführt.
Um dies zu überprüfen wurden entsprechende Testrechnungen durchgeführt. Die Ergebnisse
sind in Abbildung H.9 und Abbildung H.10 gezeigt. Wie zu sehen ist es auch möglich diese
neue sparse-Funktion parallel aus zu führen. Man erkennt den deutlichen Geschwindigkeits-
vorteil der fsparse-Funktion gegenüber der Standartfunktion. Auch die Parallelisierung bringt
noch einmal einen Geschwindigkeitsvorteil um den Faktor 1.5 bis 2.0.
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  Matlab
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q1(GP8)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)

































































































































































































Abbildung H.9: Berechnungszeit der sparse-Funktion bzw. fsparse-Funktion für das Q1-Element
mit den Simulationsparameter nach Tabelle 5.2
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Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  Matlab
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX
Solver:       Umfpack (metis)
Method:     Q2(GP27)
Element:    MEX (parallel)
Assembly:  MEX (parallel)



































































































































































































Abbildung H.10: Berechnungszeit der sparse-Funktion bzw. fsparse-Funktion für das Q2-




Größe NE NO NDOF NNZ B
2× 2× 6 24 63 189 8379 0.2346
4× 2× 6 96 175 525 28899 0.1048
6× 6× 6 216 343 1029 61731 0.0583
8× 8× 6 384 567 1701 106875 0.0369
10× 10× 6 600 847 2541 164331 0.0255
12× 12× 6 864 1183 3549 234099 0.0186
14× 14× 6 1176 1575 4725 316179 0.0142
16× 16× 6 1536 2023 6069 410571 0.0111
18× 18× 6 1944 2527 7581 517275 0.0090
20× 20× 6 2400 3087 9261 636291 0.0074
22× 22× 6 2904 3703 11109 767619 0.0062
24× 24× 6 3456 4375 13125 911259 0.0053
26× 26× 6 4056 5103 15309 1067211 0.0046
28× 28× 6 4704 5887 17661 1235475 0.0040
30× 30× 6 5400 6727 20181 1416051 0.0035
32× 32× 6 6144 7623 22869 1608939 0.0031
36× 36× 6 7776 9583 28749 2031651 0.0025
40× 40× 6 9600 11767 35301 2503611 0.0020
44× 44× 6 11616 14175 42525 3024819 0.0017
48× 48× 6 13824 16807 50421 3595275 0.0014
56× 56× 6 18816 22743 68229 4883931 0.0010
64× 64× 6 24576 29575 88725 6270570 0.0008
Tabelle I.1: Netzdaten des Cook-Balkens für den linearen 8-Knoten Hexaeder (NE - Anzahl
Elemente, NO - Anzahl Knoten, NDOF - Anzahl Freiheitsgrade, NNZ - Anzahl Nicht-Null
Einträge der Tangente, B - Besetzungsstärke der Tangente in Prozent)
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240 Netzdaten des Cook-Balkens Anhang I
Größe NE NO NDOF NNZ B
2× 2× 6 24 201 603 63117 0.1736
4× 2× 6 96 605 1815 230265 0.0699
6× 6× 6 216 1225 3675 501885 0.0372
8× 8× 6 384 2061 6183 877977 0.0230
10× 10× 6 600 3113 9339 1358541 0.0156
12× 12× 6 864 4381 13143 1943577 0.0113
14× 14× 6 1176 5865 17595 2633085 0.0085
16× 16× 6 1536 7565 22695 3427065 0.0067
18× 18× 6 1944 9481 28443 4325517 0.0053
20× 20× 6 2400 11613 34839 5328441 0.0044
22× 22× 6 2904 13961 41883 6435837 0.0037
24× 24× 6 3456 16525 49575 7647705 0.0031
26× 26× 6 4056 19305 57915 8964045 0.0027
28× 28× 6 4704 22301 66903 10384857 0.0023
30× 30× 6 5400 25513 76539 11910141 0.0020
32× 32× 6 6144 28941 86823 13539897 0.0018
36× 36× 6 7776 36445 109335 17112825 0.0014
40× 40× 6 9600 44813 134439 21103641 0.0012
44× 44× 6 11616 54045 162135 25512345 0.0009
48× 48× 6 13824 64141 192423 30338937 0.0008
56× 56× 6 18816 86925 260775 41245785 0.0006
64× 64× 6 24576 113165 339495 53824185 0.0004
Tabelle I.2: Netzdaten des Cook-Balkens für den quadratischen 20-Knoten Hexaeder (NE -
Anzahl Elemente, NO - Anzahl Knoten, NDOF - Anzahl Freiheitsgrade, NNZ - Anzahl Nicht-











[Ball 77] J. M. Ball. “Convexity Conditions and Existence Theorems in Nonlinear Elasticity”.
Archive for Rational Mechanics and Analysis, Vol. 63, No. 4, pp. 337–403, 1977.
[Bell 93] R. Bell, G. Houlsby, and H. Burd. “Suitability of three? dimensional finite elements
for modelling material incompressibility using exact integration”. Communications in
numerical methods in engineering, Vol. 9, No. 4, pp. 313–329, 1993.
[Bär 15] S. Bär. “Variationelle Zeitintegratoren für das thermoelastische Boltzmann-
Kontinuum”. Schriftenreihe TMD, No. 1, 2015.
[Davi 06] T. A. Davis. Direct methods for sparse linear systems. Vol. 2, Siam, 2006.
[Doll 00] S. Doll, K. Schweizerhof, R. Hauptmann, and C. Freischläger. “On volumetric locking
of low-order solid and solid-shell elements for finite elastoviscoplastic deformations and
selective reduced integration”. Engineering Computations, Vol. 17, No. 7, pp. 874–902,
2000.
[Ebbi 10] V. Ebbing. Design of Polyconvex Energy Functions for All Anisotropy Classes. PhD
thesis, 2010.
[Engb 16] S. Engblom and D. Lukarski. “Fast Matlab compatible sparse assembly on multicore
computers”. Parallel Computing, Vol. 56, pp. 1–17, 2016.
[Freu 13] M. Freund. Verallgemeinerung eindimensionaler Materialmodelle für die Finite-
Elemente-Methode. PhD thesis, Zugl.: Chemnitz, Techn. Univ., Diss., 2013., Düs-
seldorf, 2013.
[Glas 97] S. Glaser and F. Armero. “On the formulation of enhanced strain finite elements in
finite deformations”. Engineering Computations, Vol. 14, No. 7, pp. 759–791, 1997.
[Golu 12] G. H. Golub and C. F. Van Loan. Matrix computations. Vol. 3, JHU Press, 2012.
[Gros 16] M. Groß. “Machinendynamik kontinuierlicher Systeme”. Vorlesungsskript. Techni-
sche Universität Chemnitz, 2016.
[Holz 00] G. A. Holzapfel. Nonlinear solid mechanics. Vol. 24, Wiley Chichester, 2000.
[Hueb 95] K. H. Huebner, E. A. Thornton, and T. G. Byrom. The finite element method for
engineers . Vol. , Wiley, New York, NY, 3. ed. Ed., 1995.
243
244 Literaturverzeichnis
[Hugh 12] T. J. Hughes. The finite element method: linear static and dynamic finite element
analysis. Courier Corporation, 2012.
[Hugh 80] T. J. Hughes. “Generalization of selective integration procedures to anisotropic
and nonlinear media”. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
Vol. 15, No. 9, pp. 1413–1418, 1980.
[Itsk 12] M. Itskov. Tensor Algebra and Tensor Analysis for Engineers: With Applications to
Continuum Mechanics. Mathematical Engineering, Springer Berlin Heidelberg, 2012.
[Kosc] F. Koschnick et al. Geometrische Lockingeffekte bei finiten Elementen und ein allge-
meines Konzept zu ihrer Vermeidung.
[Malk 78] D. S. Malkus and T. J. Hughes. “Mixed finite element methods—reduced and selec-
tive integration techniques: a unification of concepts”. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, Vol. 15, No. 1, pp. 63–81, 1978.
[Nagt 74] J. Nagtegaal, D. Parks, and J. Rice. “On numerically accurate finite element solutions
in the fully plastic range”. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
Vol. 4, No. 2, pp. 153 – 177, 1974.
[Nayl 74] D. J. Naylor. “Stresses in nearly incompressible materials by finite elements with
application to the calculation of excess pore pressures”. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, Vol. 8, No. 3, pp. 443–460, 1974.
[Schr 03] J. Schröder and P. Neff. “Construction of polyconvex, anisotropic free-energy functi-
ons”. Proc. Appl. Math. Mech., Vol. 2, No. 1, pp. 172 – 173, 2003.
[Schr 11] J. Schröder, P. Wriggers, and D. Balzani. “A new mixed finite element based on
different approximations of the minors of deformation tensors”. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, Vol. 200, No. 49, pp. 3583–3600, 2011.
[Simo 85] J. Simo, R. Taylor, and K. Pister. “Variational and projection methods for the vo-
lume constraint in finite deformation elasto-plasticity”. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, Vol. 51, No. 1, pp. 177–208, 1985.
[Simo 90] J. C. Simo and M. S. Rifai. “A class of mixed assumed strain methods and the method
of incompatible modes”. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
Vol. 29, No. 8, pp. 1595–1638, 1990.
[Simo 92] J. C. Simo and F. Armero. “Geometrically non-linear enhanced strain mixed methods
and the method of incompatible modes”. International Journal for Numerical Methods
in Engineering, Vol. 33, No. 7, pp. 1413–1449, 1992.
[Simo 93] J. Simo, F. Armero, and R. Taylor. “Improved versions of assumed enhanced strain
tri-linear elements for 3D finite deformation problems”. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, Vol. 110, No. 3, pp. 359 – 386, 1993.
[Sloa 82] S. Sloan and M. Randolph. “Numerical prediction of collapse loads using finite ele-
ment methods”. International Journal of Rock Mechanics and Mining Sciences and
Geomechanics Abstracts, Vol. 19, No. 3, 1982.
Literaturverzeichnis 245
[Souz 96] E. de Souza Neto, D. Perić, M. Dutko, and D. Owen. “Design of simple low order
finite elements for large strain analysis of nearly incompressible solids”. International
Journal of Solids and Structures, Vol. 33, No. 20, pp. 3277 – 3296, 1996.
[Syst 10] D. Systemes. “Abaqus 6.10 Analysis User’s Manual Volume IV: Elements”. 2010.
[Wils 73] E. Wilson, R. Taylor, W. Doherty, and J. Ghaboussi. “Incompatible displacement
models”. Numerical and computer methods in structural mechanics, Vol. 43, 1973.
[Wrig 08] P. Wriggers. Nonlinear finite element methods . Vol. , Springer, Berlin, 2008. Hier
auch später erschienene, unveränderte Nachdrucke.
[Wrig 96a] P. Wriggers and S. Reese. “A note on enhanced strain methods for large deforma-
tions”. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 135, No. 3,
pp. 201–209, 1996.
[Wrig 96b] P. Wriggers and J. Korelc. “On enhanced strain methods for small and finite defor-
mations of solids”. Computational Mechanics, Vol. 18, No. 6, pp. 413–428, 1996.
[Zien 71] O. C. Zienkiewicz, R. L. Taylor, and J. M. Too. “Reduced integration technique in
general analysis of plates and shells”. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, Vol. 3, No. 2, pp. 275–290, 1971.












geb. am:  
Matr.-Nr.: 
Bitte beachten: 







Ich erkläre gegenüber der Technischen Universität Chemnitz, dass ich die vorliegende                                                        
selbstständig und ohne Benutzung anderer als der angegebenen Quellen und Hilfsmittel angefertigt habe. 
 
Die vorliegende Arbeit ist frei von Plagiaten. Alle Ausführungen, die wörtlich oder inhaltlich aus anderen Schriften entnommen 
sind, habe ich als solche kenntlich gemacht. 
 
Diese Arbeit wurde in gleicher oder ähnlicher Form noch bei keinem anderen Prüfer als Prüfungsleistung eingereicht und ist 













                                              d  
* Statement of Authorship 
 
I hereby certify to the Technische Universität Chemnitz that this thesis is all my own work and uses no external material other 
than that acknowledged in the text. 
 
This work contains no plagiarism and all sentences or passages directly quoted from other people’s work or including content 
derived from such work have been specifically credited to the authors and sources. 
 
This paper has neither been submitted in the same or a similar form to any other examiner nor for the award of any other 
degree, nor has it previously been published. 

TUC/TMD-Schriftenreihe für Masterarbeiten
1 Bartelt, Matthias: Galerkin-basierte Mehrskalenzeitintegration in der nichtlinearen Strukturdynamik mittels Matlab und
Cuda, M-01/2013.
2 Gerber, Rüdiger: Berechnung und Konstruktion eines Wärmerohrversuchsstandes zur experimentellen Validierung numeri-
scher Simulationen, M-01/2014.
3 Bär, Sebastian: Variationelle Zeitintegratoren für das thermoelastische Boltzmann-Kontinuum, M-01/2015.
4 Masser, Robin: Entwicklung und Implementierung einer Zeitadaptivität für Galerkin-basierte und variationelle Integratoren,
M-02/2015.
5 Dietzsch, Julian: Implementierung gemischter Finite-Element-Formulierungen für polykonvexe Verzerrungsenergiefunktio-
nen elastischer Kontinua, M-01/2016.
